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Résumé

Ce document présente une synthese de mes travaux de recherche depuis la fin de
ma these. Ces travaux portent sur la structure de treillis, avec des contributions qui se
situent a la fois sur un plan fondamental, avec des aspects structurels et algorithmiques
des treillis, et sur un plan applicatif, avec I’étude de quelques usages de treillis pour des
données images. Ainsi, mes travaux de recherche s’organisent naturellement en deux
parties distinctes.

La premiere partie a pour objectif de présenter les concepts de base de la théorie des
treillis et les principaux algorithmes de génération des objets qui la composent, de fagon
suffisament précise et complete pour pouvoir étre exploitée dans un cadre applicatif. Les
algorithmes sont détaillés, les notions clé illustrées par des exemples. Mes contributions,
initiées dans le cadre de mes travaux de these, portent sur la définition ordinale d’'un
treillis. J’ai en particulier proposé divers algorithmes, et identifié la base canonique
directe d’un treillis. Ces travaux ont donné lieu a une bibliotheque de génération et de
manipulation de ces objets.

La seconde partie est consacrée a quelques usages des treillis en informatique pour
traiter des données, et en particulier des images. Mes contributions concernent a la fois
I’exploration ou la fouille de données dans un objectif de classification, et la représen-
tation de relations spatiales entre primitives issues d’'une image, en particulier par une
ontologie. Ces travaux ont donné lieu a un logiciel de reconnaissance d’images de sym-
boles par navigation dans un treillis. Un travail conséquent de synthese des méthodes
a base de treillis existant en fouille de données et en représentation ontologique des
connaissances est présenté, l'objectif étant de positonner les différentes approches les
unes par rapport aux autres.



Avant-propos

Contexte initial

Ce document présente une synthese de mes travaux de recherche menés au labora-
toire Informatique, Image et Interaction - L3I EA 2118 - de I'université de La Rochelle
depuis 1999, apres avoir soutenu un doctorat en algorithmique a 'université Paris 7 en
1998.

Mes travaux de these se positionnent sur un plan fondamental autour d’aspects
structurels et algorithmiques de la structure de treillis. Bien que les champs applicatifs
possibles de la structure de treillis en informatique soient divers et variés, je ne les ai pas
étudiés pendant mes travaux de these. C’est pourquoi j’ai naturellement voulu investi-
guer dans cette direction a mon arrivée au laboratoire L3I. Mes travaux se sont alors
orientés vers une utilisation de la structure de treillis dans un objectif de reconnaissance
d’images (partie II), et plus particulierement d’images graphiques. En effet, la struc-
ture de treillis via le treillis des concepts est naturellement liée a la problématique de
classification de par le regroupement hiérarchique des objets qu’elle peut induire. Je me
suis approprié les problématiques propres aux domaines du traitement d’image et de
la classification, domaines nouveaux pour moi. Cette appropriation a été grandement
facilitée grace a Jean-Marc Ogier qui m’a proposé une collaboration scientifique dans
des projets autour d’images de documents qu’il gérait (Madonne 2004-2006, Navido-
mass 2006-2009, Epeires 2005-2006). Nous avons ainsi proposé une méthode originale
Navigala de classification par navigation dans un treillis des concepts, travaux réalisés
dans le cadre de la these de Stéphanie Guillas (2004-2007). Mon implication au sein
du laboratoire L3I s’est ensuite vu renforcée par la prise de responsabilité de [’équipe
Imédoc (Images, Média et Documents Numériques) en 2007, puis de I’équipe IDDC
(Images, Documents et Données Complexes) en 2011.

En parallele, j’ai maintenu une activité plus fondamentale autour d’aspects struc-
turels et algorithmiques des treillis (partie I), et en particulier de la base canonique
directe d’un treillis. Ces travaux font suite aux propriétés du graphe de dépendance



d’un treillis identifiées pendant mes travaux de these, et m’ont amenée a m’intéresser
plus particulierement a la notion de systeme de fermeture, notion centrale de la théorie
des treillis, autour de laquelle gravitent les structures de treillis, treillis des concepts,
treillis de Galois, table binaire ou encore systeme de regles. J’ai ainsi pu constater le peu
d’outils informatiques existants pour manipuler un systeme de fermeture. C’est pour-
quoi j’ai réalisé une bibliotheque lattice dont le but est d’exploiter les liens bijectifs
entre ces objets. Dans le méme temps, j’ai participé a la structuration de la communauté
francophone des treillis en 2007, communauté qui se retrouve autour de la structure de
treillis.

Le tableau suivant présente une synthese des résultats obtenus pour chacune de ces
deux activités.

Publications Encadrement Développement
Revues  Conf. | Theses Stages

(Partie II)

Usages en image D 9 2 8 logiciel NAVIGALA
(Partie I)
Structure et algorithmes | 2+3(nat.) 9 0 0 bibliotheque LATTICE

Motivation et démarche

Il existe plusieurs facons de distinguer la recherche fondamentale de la recherche ap-
pliquée. En informatique, une distinction peut s’établir en considérant les approches et
résultats - a savoir approche par preuve ou par expérimentation. Une autre distinction
met en avant les motivations méme de la recherche. Alors qu’une recherche fondamen-
tale cherche avant tout a comprendre, une recherche plus appliquée vise a construire
de nouvelles approches. Bien entendu, recherche fondamentale et recherche appliquée
s’enrichissent mutuellement, et ’algorithmique se positionne alors comme un élément
central.

En tant qu’algorithmicienne, ma motivation principale repose sur cet enrichissement
mutuel autour de la structure de treillis, a la fois en terme de contribution, mais égale-
ment de diffusion. J’ai ainsi fait le choix d’appréhender la structure de treillis selon ce
point de vue, en maintenant en parallele une activité fondamentale et une application
a 'image. Je citerai deux exemples illustratifs :

— Enrichissement de 'application par le fondamental : les treillis - de Galois ou de



fermés - générés a partir de données sont rarement utilisés dans leur globalité par
les méthodes qui les exploitent. Ainsi, leur génération, cotiteuse a la fois en temps
et en mémoire, n’est pas toujours indispensable. Une connaissance approfondie des
propriétés structurelles et algorithmiques des treillis permet alors de caractériser,
voire de ne générer, que les éléments utilisés - éléments irréductibles, ou encore
successeurs immeédiats d’un concept par exemple. La méthode de classification par
navigation que nous avons proposée [34] exploite cette possibilité en proposant une
génération a la demande des successeurs immédiats d'un concept, d’ou un gain
considérable en temps de calcul lors de la phase d’apprentissage.

— Enrichissement du fondamental par Uapplicatif : j’ai par exemple pu observer
que les treillis de Galois obtenus apres discrétisation d'un ensemble de données
numériques s’averent posséder deux propriétés structurelles importantes - la co-
atomisticité et la V-complémentarité - et forment ainsi une nouvelle classe de
treillis que nous avons nommée la classe des treillis dichotomiques. Une étude
structurelle de cette classe de treillis pourrait permettre de proposer un jeu algo-
rithmique adapté. Nous avons des contributions en ce sens [18].

Mes travaux de recherche se situent a la fois sur un plan fondamental - avec des
contributions d’ordre théorique ou des propriétés et algorithmes sont établis a ’aide de
preuves - mais également sur un plan applicatif - avec des propositions de nouvelles mé-
thodes validées par des études expérimentales. Ce positionnement trouve écho au niveau
national a travers la communauté francophone des treillis qui regroupe des équipes aussi
bien en mathématiques discretes, informatique fondamentale, ou encore informatique
appliquée, et plus particulierement en intelligence artificielle.

Cet angle d’approche permet également de dégager des liens entre les différentes
approches qui peuvent étre issues de divers domaines, permettant de ne pas redécouvrir
les mémes résultats sous des formalismes différents. Ainsi, il n’est pas surprenant de
retrouver les mémes notions, mais aussi les mémes résultats et algorithmes sous des
terminologies différentes. A 'inverse, on peut également trouver des résultats originaux
connus seulement dans un domaine bien spécifique, alors qu’ils pourraient s’étendre
facilement aux autres domaines. C’est pourquoi il serait profitable de créer des liens
entre ces différents domaines qui manipulent les mémes outils.

A nouveau je citerai deux exemples illustratifs. Dans nos travaux autour de la base
canonique directe, nous avons montré qu’elle a été redécouverte au moins cinq fois sous
des formes différentes, en particulier dans le domaine de la théorie des treillis, de la
fouille de données, ou encore en logique propositionnelle. L’équivalence entre ces dif-
férentes bases permet d’unifier les différentes approches, avec en particulier la mise en
valeur du lien qui unit la base canonique directe a la relation de dépendance d’un treillis.



Concernant 1'utilisation du treillis de Galois en classification, des points communs avec
les algorithmes génétiques, les méthodes a noyaux (variante des SVM) ou encore les
réseaux de neurones ont été observés dans la littérature. Nos travaux se sont intéressés
plus particulierement aux liens qui I'unissent aux représentations hiérarchiques arbo-
rescentes.

L’applicabilité d’'une recherche fondamentale n’est pas chose aisée. Elle demande
des compétences issues de plusieurs domaines, ainsi qu'une volonté réelle de mise en
pratique, c’est pourquoi elle n’est souvent mentionnée qu’en introduction des articles
du domaine. Le domaine de limage, théeme de recherche principal du laboratoire L3I,
se préte particulierement bien a cette démarche. La diversité du champ applicatif de
I'image, ainsi que la richesse des données que 'on peut en extraire, ouvre la voie a de
nombreuses applications. La diversité des projets portés par le laboratoire 'atteste.

J’ai rapidement fait le choix d’exploiter la structure de treillis des concepts intro-
duite dans le cadre de 'analyse formelle des concepts (AFC) en pleine émergence depuis
quelques années en informatique, émergence qui s’explique a la fois par la part gran-
dissante de l'informatique dans la plupart des champs disciplinaires, ce qui conduit a
la production de données en quantité de plus en plus importante ; mais également par
la récente montée en puissance des ordinateurs qui, bien que la taille du treillis puisse
étre exponentielle en fonction des données dans le pire des cas, rend possible le déve-
loppement d'un grand nombre d’applications le concernant. La taille du treillis reste
cependant raisonnable en pratique et la nécessité d’algorithmes efficaces pour manipuler
ces structures est un défi majeur.

Dans le cas particulier de données images et plus particulierement d’images de do-
cuments, nous avons choisi d’investiguer les problématiques de fowille de données, et
de représentation des connaissances, problématiques naturellement liées a la notion de
concept du treillis des concepts - un concept est un regroupement maximal d’objets
possédant des caractéristiques communes. Une attention particuliere a été portée a un
positionnement complémentaire de travaux réalisés au sein du laboratoire qui reposent
sur des compétences issues de domaines variés, alliant analyse d’images, fouille de don-
nées, et représentation des connaissances. Le travail réalisé autour de données image,
et en particulier des images graphiques issues de documents, est avant tout un travail
d’équipe. La bibliotheque lattice a ainsi été développée pour un meilleur usage des
algorithmes utilisant des treillis au sein du laboratoire.

Si je devais faire ressortir un fil conducteur a ces travaux, ce serait 1'intégration
progressive de données complexes décrivant 'image, tout en garantissant la lisibilité de
la structure. En effet, la signature d’'une image, qui porte une information condensée



plus ou moins complexe qui permet de la décrire mais aussi de la caractériser, peut
s’organiser sous forme d’un vecteur numérique décrivant ’organisation des pixels dans
I'image, mais également sous une forme plus complexe décrivant I’agencement topolo-
gique de primitives extraites de 'image (traits, arcs de cercles, ou plus généralement
régions de I'image). Par ailleurs, les images de documents sont des images issues d'un
domaine souvent porteur d’une connaissance métier forte (lettrines, symboles, plan ca-
dastral) qu’il semble naturel d’intégrer aux données pour une meilleure représentation
de l'information. Ce positionnement trouve écho au sein du laboratoire, il a en effet
été identifié comme un nouveau verrou scientifique a aborder au cours des prochaines
années.

Apports

Nous présentons ici nos résultats scientifiques majeurs :

— Méthode de reconnaissance d’image par navigation dans un treillis des
concept. [34] Nommée NAVIGALA (NAVIgation into GAlois LAttice), cette mé-
thode est dédiée a la reconnaissance d’objets graphiques détériorés, et plus par-
ticulierement d’images de symboles. Son originalité repose sur le principe de na-
vigation réalisée a partir du concept minimal, jusqu’a atteindre un concept final
représentatif d’une classe. Le verrou principal que nous avons levé ici est une ex-
tension de la navigation proposée dans un arbre de décision a une navigation dans
un treillis.

— Etude des treillis dichotomiques. [18] Les treillis générés par la méthode
NAVIGALA, et plus généralement a partir d’'une signature numérique discréti-
sée, forment une classe de treillis intermédiaires entre les modeles hiérarchiques
d’arbres et les treillis de maniere générale possédant des propriétés structurelles
fortes. Nous avons ainsi mis en avant un lien de fusion entre treillis et arbres.
Nous avons également exploité les propriétés structurelles des treillis dichoto-
miques pour proposer un algorithme de discrétisation locale efficace.

— Représentation de 'information spatiale entre primitives d’une image.
[19] Nous avons ici exploré les deux approches standard de manipulation de I'in-
formation spatiale entre les primitives d’une image. La premiere approche se po-
sitionne dans un objectif de reconnaissance d’images de symboles, une signature
structurelle est ainsi proposée : il s’agit d'un sac de chemins du graphe des rela-
tions spatiales entre primitives. La seconde approche exploite les relations spatiales
entre primitives issues d’images de lettrines, selon une stratégie de représentation
ontologique des connaissances.
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FIGURE 1 — Organisation du mémoire, avec les principales contributions en italique.

— Etude de la base canonique directe d’un treillis. [16][11] Introduite a 'aide
d’un algorithme de génération, ou encore comme la base encodée par le graphe
de dépendance d’'un treillis, nous avons par la suite montré que la base canonique
directe a été redécouverte au moins cinq fois sous des formes différentes. L’équi-
valence entre ces différentes bases permet d’unifier les différentes approches, avec
en particulier la mise en valeur du lien qui unit la base canonique directe a la
relation de dépendance d’un treillis.

— Bibliotheque de manipulation d’un systéme de fermeture. Nommée LAT-
TICE, cette bibliotheque développée en Java définit un systeme de fermeture
comme élément principal, instanciable aussi bien par un systeme implicatif que
par un contexte. Les liens bijectifs entre les différents composants de la théorie
des treillis sont ainsi exploités, pour une manipulation efficace dans un contexte
pédagogique ou applicatif expérimental. Par ailleurs, cette biblitoheque integre de

nouveaux algorithmes que nous avons développés. Elle est disponible sous licence
LGPL.



Organisation de ce mémoire

Ce manuscrit comprend deux parties distinctes, résumées par la figure 1 ou les
principales contributions sont précisées en italique. L’introduction a chacune de ces
deux parties décrit plus en détails la démarche et les contributions.

Partie I : Structure de treillis : concepts de base et algorithmes. La premiere
partie ne se structure pas autour des contributions, mais s’organise de fagon di-
dactique comme un cours, les contributions étant mentionnées au fil des sections,
et précisées en italique,. L’objectif est de présenter les concepts de base et les
principaux algorithmes de génération de la théorie des treillis de facon suffisa-
ment précise et complete pour pouvoir étre exploitée dans un cadre applicatif.
Les algorithmes sont détaillés, les notions clé illustrées par des exemples. Nos
contributions dans ce domaine, initiées dans le cadre de nos travaux de these,
portent sur la définition ordinale d’un treillis, ainsi que la base canonique directe
qui le représente.

Partie II : Quelques usages pour des données images. Cette seconde partie est
consacrée a quelques usages des treillis en informatique pour traiter des données,
et en particulier des images. Nos travaux ont porté a la fois sur ’exploration ou
la fouille de données dans un objectif de classification, et sur la représentation de
relations spatiales entre primitives issues d’une image, en particulier par une onto-
logie. Un travail conséquent de synthese des méthodes issues de ’AFC existant en
fouille de données et en représentation ontologique des connaissances est présenté,
I'objectif étant de positionner les différentes approches les unes par rapport aux
autres.
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Chapitre 1

Introduction

Le premier ouvrage de référence de la théorie des treillis est la premiere édition du
livre de Birkhoff en 1940 [47]. Cependant, la notion de treillis a été introduite des la
fin du 19°™€ gidcle comme une structure algébrique munie de deux opérateurs appelés
borne inférieure et borne supérieure, ou encore comme une structure ordonnée, définie
par 'existence d’éléments particuliers appelés borne supérieure et inférieure.

Un résultat fondamental de la théorie des treillis se constitue autour d’un résultat
principal qui établit que tout treillis fini est isomorphe au treillis de Galois ou treillis
des concepts de sa table [45]. La table d’un treillis est une table binaire constituée des
éléments irréductibles du treillis. Il s’agit d’éléments qui ne sont pas une borne supé-
rieure ou une borne inférieure d’une partie ne les contenant pas. Plus précisemment,
la table est composée en colonne des sup-irréductibles et en ligne des inf-irréductibles.
Elle fournit ainsi une représentation condensée du treillis, a partir de laquelle sa recons-
truction est possible via le treillis des concepts. Défini plus généralement a partir de
données décrites par une table binaire objet x attribut, nommée contexte, le treillis de
concepts est un graphe possédant la propriété de treillis. Les noeuds du graphe sont des
concepts reliés par intension/extension, ol un concept est un sous-ensemble maximal
d’objets présentant des attributs communs.

La notion de fermeture, pilier de ce premier résultat, est utilisée explicitement dans
une deuxieme bijection établissant que tout treillis est isomorphe au treillis de fer-
més d’une base de regles d’implication le représentant. Il s’agit de regles du type ”si”
“alors” qui fournissent une représentation du treillis sur la base de ses seuls éléments
inf-irréductibles, a partir de laquelle sa reconstruction est possible. Parmi les systemes
de regles d’implication équivalents par leur représentativité d’'un méme treillis, la base
canonique et la base canonique directe se distinguent. Défini plus généralement a partir
d’un systeme de fermeture - ensemble muni d’un opérateur de fermeture - le treillis de
fermés est un graphe dont les noeuds sont les parties de S stables par fermeture, et
reliées par inclusion.

L’existence de liens bijectifs entre treillis, contextes - via la table binaire - et systemes
d’implication - via la base canonique ou la base canonique directe - est une conséquence
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directe de ces deux résultats fondamentaux :
1. Tout treillis est le treillis des concepts de sa table binaire.

2. Tout treillis est le treillis de fermés de sa base canonique et de sa base canonique
directe.

Dans un cadre applicatif, la structure de treillis des concepts ou de treillis de fermés
fournit une représentation tres intuitive des données lorsqu’elles sont décrites par une
table binaire ou bien des regles d’implication. Depuis les années 2000, I’émergence de
'analyse de concepts formels (FCA) [58] dans divers domaines de 'informatique, que ce
soit en extraction et représentation des connaissances, dans les domaines des ontologies
ou encore des bases de données, a ainsi mis en avant les structures de treillis des concepts
et de treillis de fermés. L’émergence de cette structure de treillis s’explique a la fois par
la part grandissante de l'informatique dans la plupart des champs disciplinaires, ce
qui conduit a la production de données en quantité de plus en plus importante ; mais
également par la montée en puissance des ordinateurs qui, bien que la taille du treillis
puisse etre exponentielle en fonction des données dans le pire des cas, rend possible
le développement d'un grand nombre d’applications le concernant. La taille du treillis
reste cependant raisonnable en pratique, et la nécessité d’algorithmes efficaces pour
manipuler ces structures est un défi majeur.

Les retombées structurelles et algorithmiques des liens bijectifs entre ces trois struc-
tures de treillis, tables binaire et base de regles sont importantes. Par exemple, les seuls
concepts irréductibles du treillis des concepts portent une information "atomique” per-
tinente et polynomiale en la taille du contexte, concepts qu’il est possible de générer
en évitant de construire le treillis dans sa totalité car sa taille est exponentielle dans le
pire des cas en celle du contexte. Citons également les propriétés des bases canoniques
d’un treillis exploitées pour extraire une représentation de données sous forme de regles
d’implication a la fois canonique, non redondante et complete. Ou encore la possibilité
de "réduire” un systeme de regles quelconques en ne conservant que certains éléments
irréductibles qui le caractérisent. Dans un cadre applicatif, une exploitation efficace du
jeu algorithmique existant pour manipuler ces structures nécessite cependant une bonne
connaissance du formalisme et des propriétés structurelles de la théorie des treillis afin
d’identifier les outils algorithmiques adaptés pour un probleme donné.

Notre approche differe cependant de ’approche classique proposée par ’AFC. Nous
proposons comme substitut la mise en avant d’un systeme de fermeture - qui peut étre
un contexte, ou encore un systeme de regles d’implication - a partir duquel se définit
naturellement un treillis de fermés. Le treillis des concepts s’en déduit. Comme nous
essaierons de le montrer a travers cette partie, cet angle d’approche permet de contribuer
a une généricité théorique, mais surtout algorithmique.

Le chapitre 2 pose les principales définitions issues de la théorie des treillis. Le cha-
pitre 3 introduit les structures de treillis des concepts et de treillis de fermés présentées
comme deux usages classiques d'un systeme de fermeture. Le chapitre 4 s’intéresse aux
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aspects algorithmiques permettant de générer ces objets.

Chapitre 2 : Eléments de théorie des treillis. Le chapitre 2 introduit les deux
définitions fondamentales d'un treillis que sont la définition algébrique et la définition
ordinale. Nous ne traiterons dans ce document que des treillis dans le cas fini. La théorie
des treillis utilise I'existence d’éléments particuliers d’un treillis que sont ses éléments
wrréductibles : alors que tout élément réductible d'un treillis peut s’obtenir a partir
d’autres éléments par une opération de borne supérieure ou inférieure, les éléments
irréductibles - éléments qui ne sont pas une borne supérieure ou une borne inférieure
d’une partie ne les contenant pas - décrivent la structure méme du treillis. C’est sur la
base des irréductibles que se définissent la table et le graphe de dépendance d’un treillis,
deux représentations distinctes d’un treillis qui contiennent I'information nécessaire a
sa reconstruction.

Contributions. Mes travauzr de thése se positionnent principalement autour de
la définition ordinale d’un treillis, avec des résultats structurels et algorithmiques :
construction du treillis des antichaines maximales d’un ordre, construction similaire
a celle du treillis des concepts; calcul du plus petit treillis contenant un ordre donné
[15] ; caractérisation et reconnaissance des treillis générés par duplications [5, 6]; ca-
ractérisation de sous-treillis d’un treillis [12]. On peut également citer quelques propo-
sitions algorithmiques o les propriétés ordinales du treillis sont utilisées pour calculer
les extensions faibles d’un ordre [13, 14], ou encore le pléthysme de certaines fonctions
quasi-symétriques [10].

Introduit également pendant mes travauz de thése [2] sous une forme similaire, le
graphe de dépendance est une représentation par les seuls inf-irréductibles définis a
partir de la relation de dépendance [68, 70] et des générateurs minimaux du treillis
qui en valuent les arcs. La question de son utilité applicative, question posée lors de
["introduction de ce graphe, a trouvé récemment une réponse plus que satisfaisante de
par les liens qui 'unissent a la base canonique directe.

Tout treillis peut également se représenter sous forme ensembliste par une famille de
Moore, famille de parties d'un ensemble stable par intersection, et contenant I’ensemble
lui-méme. L’apport principal de la représentation ensembliste réside dans le lien unissant
treillis et systeme de fermeture, permettant ainsi d’étendre le champ applicatif des
treillis a celui tres riche des systemes de fermeture. En effet, puisque tout treillis est
représentable par un treillis de fermés, il ’est également par un systeme de fermeture.
On retrouve des opérateurs de fermeture dans de nombreux domaines, que ce soit en
logique, en topologie, en bases de données, en combinatoire, ou encore en analyse de
données. C’est pourquoi nous avons choisi de mettre en avant la notion de systeme de
fermeture, que 1’'on retrouve a la fois dans un contexte ou dans un systeme implicatif.
Le treillis de fermé est ainsi positionné comme élément central autour duquel gravite a
la fois la structure de treillis, mais aussi celles de treillis des concepts, treillis de Galois,
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et systemes implicatifs.

Chapitre 3 : Deux usages classiques d’un systeme de fermeture. Le chapitre 3
pose les définitions d’un contexte - et de son treillis des concepts - et d'un systéme
dimplication - et de son treillis de fermés - que nous introduisons comme deux cas
d’usage des systemes de fermeture.

Pour le contexte, premier cas d’usage, la connezrion de Galois entre les objets et les
attributs qui la définissent induit I'existence de deux opérateurs de fermeture, le premier
défini sur I'espace des objets et le second sur ’espace des attributs. Ces deux systemes
de fermeture sont a l'origine des propriétés du treillis des concepts d’un contexte, utilisé
en analyse de données comme espace de recherche sous-jacent a des données binaires.
Le treillis des concepts correspond en effet a la combinaison de deux treillis de fermés,
le premier défini sur ’ensemble des attributs, le second sur I’ensemble des objets.

La notion de treillis des concepts est souvent assimilée a celle de treillis de Galois.
Alors que la premiere terminologie fait référence a ’analyse formelle des concepts qui
introduit la définition d’un concept, la seconde terminologie met en avant les proprié-
tés de la connexion entre les objets et les attributs d’un contexte. Au contraire, nous
introduisons ici le treillis de Galois comme une généralisation du treillis des concepts a
des données plus complexes pour lesquelles il existe une connexion de Galois. En effet,
alors qu'un contexte fournit une description ensembliste des objets - un objet est décrit
par I'ensemble des attributs qu’il possede - 'existence d’une connexion de Galois n’est,
quant a elle, pas limitée a des espaces ensemblistes, d’ou la possibilité d'une description
des objets dans un autre espace de description.

Un systéeme implicatif - second cas d’usage d’un systeme de fermeture - est un
ensemble de regles d’implication défini sur un ensemble, et pour lequel un mécanisme
d’inférence se définit naturellement par un opérateur de fermeture. Le treillis de fermés
est alors composé de toutes les parties qui vérifient 'ensemble des regles, appelées des
fermés. En analyse de données, une regle décrit ’association systématique de certains
attributs a d’autres, et le treillis de fermés est composé de toutes les parties d’attributs
vérifiant ces liens d’association. Dans le domaine de la logique, les regles d’implication
sont classiquement associées a une formule logique composée de clauses de Horn sous
forme ensembliste, le treillis de fermés est alors composé de tous les sous-ensembles de
variables qui vérifient la formule. La base canonique [60] et la base canonique directe
constituent deux systemes implicatifs particuliers, équivalents par leur représentativité
d’un méme treillis de fermés.

Contributions. J’ai tout particulierement investigué autour de la base canonique
directe qui s’avere étre équivalente au graphe de dépendance introduit pendant mes tra-
vauz de these [11]. En collaboration avec Mirabelle Nebut, nous avons par la suite pro-
posé un algorithme de génération [16]. Puis, en collaboration avec Bernard Monjardet,
nous avons montré qu’elle a été redécouverte au moins cing fois sous des formes dif-
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férentes [11]. L’équivalence entre ces différentes bases permet d’unifier les différentes
approches, avec en particulier la mise en valeur du lien qui unit la base canonique directe
a la relation de dépendance d’un treillis.

Chapitre 4 : Aspects algorithmiques. L’exploitation générique d'un systeme de
fermeture nécessite un jeu algorithmique efficace autour de quatre principaux probléemes
de génération que sont la génération du treillis de fermés, la génération des éléments
irréductibles, la génération de la base canonique et de la base canonique directe. Ces
problemes appartiennent a la classe des problemes de génération difficile définis par une
entrée de taille n et un résultat dont la taille est bornée par 2". Des techniques d’analyse
spécifiques dirigées par la sortie sont par conséquent nécessaires. Le chapitre 4 décrit
les principaux algorithmes de résolution de ces problemes de génération.

Contributions. En terme de contributions, j’ai proposé un algorithme incrémental
de génération des fermés [16], différentes extensions de lalgorithme de Bordat [8], un
algorithme générique de génération des éléments 1rréductibles, un calcul incrémental de
la base canonique directe [4}], une génération polynomiale de la base canonique directe
a partir du treillis de fermés ou encore un comparatif entre les deux bases canoniques
pour une utilisation conjointe [9].

Finalement, j’ai implémenté ces différents algorithmes dans une bibliotheque déve-
loppée en Java ou le systeme de fermeture est défini comme élément principal, instan-
ciable ausst bien par un systeme implicatif que par un contexte. Les liens bijectifs entre
ces différents composants de la théorie des treillis, illustrés par la figure 1.1, sont ainsi
exploités, pour une manipulation efficace dans un contexte pédagogique ou applicatif
expérimental. Il est ainsi possible d’obtenir la table a partir d’un systeme de regles, ou
encore la base canonique directe a partir d’un treillis. Par ailleurs, une classe dédiée
a la représentation ordinale d’un treillis en permet une manipulation structurelle fine.
Cette bibliothéque se positionne en complément des outils existants de manipulation
d’un treillis qui, pliatot orientés données, posent le contexte comme élément central a
partir duquel la génération du treillis ou des regles est proposée.
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Chapitre 2

Eléments de théorie des treillis

Ce chapitre a pour but d’introduire les éléments de base de la théorie des treillis
dans le cas fini, et s’organise en trois sections. La section 2.1 présente un bref historique
de la théorie des treillis, a partir d’informations issues de [69]. La section 2.2 pose les
définitions algébrique et ordinale d'un treillis qui introduisent toutes deux la notion
de borne supérieure et de borne inférieure (section 2.2). La théorie des treillis repose
en partie sur l'existence d’éléments particuliers d’un treillis que sont ses éléments ir-
réductibles : alors que les éléments réductibles d'un treillis peuvent se reconstruire a
partir d’autres éléments par un calcul de borne supérieure ou inférieure, les éléments
irréductibles décrivent la structure méme du treillis, et servent a en définir ses géné-
rateurs minimaux (section 2.2.2). C’est sur la base des irréductibles que se définissent
des représentations d’'un treillis qui contiennent I'information nécessaire a sa recons-
truction. Sont introduits dans cette section la table d’un treillis ainsi que son graphe de
dépendance (section 2.2.3).

La section 2.3 introduit la représentation d’un treillis sous forme ensembliste par
une famille de parties d’'un ensemble S, stable par intersection et contenant S lui-
méme. Cette représentation permet ainsi de manipuler de fagon équivalente un treillis
sous sa forme algébrique, ordinale ou ensembliste, car tout treillis est représentable par
un treillis de fermés (section 2.3). Un treillis de fermés est classiquement associé a un
systeme de fermeture, ensemble muni d’un opérateur de fermeture, et I’apport principal
de cette représentation ensembliste réside dans le lien unissant treillis et systeme de
fermeture (section 2.3.2). En effet, puisque tout treillis est représentable par un treillis
de fermés, il I'est également par un systeme de fermeture.

2.1 Eléments historiques

1900 : Treillis algébrique et ordinal La notion de treillis définie comme une struc-
ture algébrique munie de deux opérateurs appelés borne inférieure et borne supérieure

a été introduite dés la fin du 19°™€ siecle par Dedekind - sous le terme de dualgruppe

- et Schroder, puis oubliée. Elle a été redécouverte et développée au gpeme siecle, sous
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diverses formes et terminologies entre 1928 et 1936 dans les travaux de Menger, Klein,
Stone, Birkhoff [46], Ore ou encore Von Neuman. L’introduction dun treillis sous forme
ordinale - structure ordonnée (i.e. transitive, antysymétrique et réflexive) définie par
I'existence d’éléments particuliers appelés bornes supérieures et inférieures - trouve son
origine dans les axiomatiques des treillis booléens (algebres de Boole) dues par exemple
a Pierce en 1880 [74], ou & Huntington [62]. Le terme de treillis a, quant a lui, été pro-
posé par Birkoff lors du premier sympsosium sur la structure de treillis en 1938, pour
étre finalement repris dans son ouvrage de référence [47], alors que Menger utilisait
le terme de System von Dingen et Ore celui de structure. S’ensuivent plusieurs confé-
rences, ainsi que des publications, en particulier dans la revue Algebra Universalis créée
en 1970, ainsi que dans la revue Order, revue du domaine créée en 1984. De nombreux
ouvrages sur la théorie des treillis portent sur la définition ordinale, en particulier celui
de Davey et Priestley [51] ou encore de Gritzer [59)].

1970 : Treillis de Galois et treillis de fermés Un résultat fondamental de la
théorie des treillis se constitue autour d’un résultat principal qui établit que tout treillis
fini est isomorphe au treillis de Galois ou treillis des concepts de sa table[45]. Barbut
et Monjardet introduisent ainsi le terme de treillis de Galois, alors que le terme de
correspondance de Galois a quant a lui été introduit par Ore en 1944 dans [76]. Cette
bijection peut se voir comme une conséquence des propriétés de fermeture portées par
toute correspondance de Galois, et par conséquent s’applique également aux treillis
de fermés [50], ainsi qu’'a tout systéme muni d’'un opérateur de fermeture. Plusieurs
travaux font apparaitre la notion d’éléments irréductibles d’un treillis qui permettent
par exemple de caractériser certaines classes de treillis, ou encore d’en concevoir des
représentations compactes du treillis [66, 67, 72, 78]. Un ouvrage récent [49] présente
les fondements des structures ordonnées.

1990 : Treillis des concepts et Analyse Formelle des Concepts Le treillis des
concepts a été introduit dans les années 1980 par Wille dans le cadre de I’Analyse
Formelle des Concepts (AFC)[82], avec un ouvrage de référence datant de 1999 [58].
L’AFC est une approche a la représentation des connaissances en pleine émergence
dans les années 90 qui définit le treillis des concepts a partir de données binaires (ou
contezte) de types objet x attributs. Un noeud du treillis, appelé concept, est un regrou-
pement maximal d’objets possédant des attributs en commun. Le treillis ainsi composé
de concepts reliés par inclusion, fournit une représentation des données tres intuitive.
L’émergence du treillis des concepts ces dernieres années s’explique a la fois par la part
grandissante de 'informatique dans la plupart des champs disciplinaires, ce qui conduit
a la production de données en quantité de plus en plus importante ; mais également
par la récente montée en puissance des ordinateurs qui, bien que la taille du treillis
puisse etre exponentielle en fonction des données dans le pire des cas, rend possible



CHAPITRE 2. ELEMENTS DE THEORIE DES TREILLIS 19

le développement d'un grand nombre d’applications le concernant. Des extensions du
champ de ’AFC a des données plus complexes que les données binaires ont récemment
été proposées [75][55][57], extensions qui maintiennent une connexion de Galois entre
les objets et leur espace de description.

2.2 Treillis ordinal et treillis algébrique

2.2.1 Définitions algébrique et ordinale d’un treillis

On trouve dans la littérature deux définitions d’un treillis : une définition algébrique
et une définition ordinale. Ces définitions introduisent toutes deux la notion de borne
supérieure (ou supremum) et de borne inférieure (ou infimum) : alors qu’il s’agit d’opé-
rateurs binaires dans la définition algébrique, ce sont des éléments particuliers dans la
définition ordinale. La figure 2.1(b) en fournit un exemple.

Définition 1 (Définition algébrique) [47] Un treillis ou encore une algebre de treillis
est un triplet L = (S,V,A\) ou V et A\ sont deux opérateurs binaires sur l’ensemble S

qu

.

vérifient les propriétés suivantes :

associativité : pour tous x,y,z € S, (xVy)Vz = xV(yVz) et (tAy)Az = s A\ (yA=z)
— commutativité : pour tous v,y € S, xVy=yVretx ANy=yAx

— idempotence : pour tousx € S, xVr=x=xAx

— loi d’absorption : pour tous x,y € S, xV (x ANy)=x=x A (zV 2)

Définition 2 (Définition ordinale) [/5] Un treillis est une paire L = (S, <) ot :
— < est une relation d’ordre sur ’ensemble S, i.e. une relation binaire qui vérifie
les propriétés suivantes :

— réflexivité : pour tout x € S, on a xRx

— antisymétrie : pour tous x,y € S, vRy et yRx impliquent x =y

— transitivité : pour tous x,y,z € S, xRy et yRz impliquent xRz

— toute paire d’éléments {x,y} de S admet a la fois une borne inférieure et une
borne supérieure :

— la borne inférieure de x et y, notée x Ay, est l'unique élément maximal (plus
grand élément) de l’ensemble des prédécesseurs (ou minorants) de x et y (en-
semble des éléments z € S tels que z <z et z < y).

— la borne supérieure de x et y, notée xVy, est l'unique élément minimal (i.e. plus
petit élément) de l’ensemble des successeurs (ou majorants) de x ety (ensemble
des éléments z € S tels que z > x et z > y).

Les bornes inférieure et supérieure se définissent de facon plus générale mais équiva-
lente pour une partie X C S : la borne inférieure de X, notée AX, est 'unique élément
maximal de I’ensemble des minorants de X, alors que la borne supérieure de X, notée
VX, est 'unique élément minimal de I’ensemble des majorants de X.
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Lorsque seule 'existence de la borne inférieure est vérifiée, on parle d’inf-demi-
treillis. Un sup-demi-treillis est défini dans le cas dual ou seule 'existence d’une borne
supérieure est vérifiée. Un treillis est donc a la fois un inf-demi-treillis et un sup-demi-
treillis. L’ensemble des noeuds d’un arbre muni de la relation "est ancétre de” forme
ainsi un sup-demi-treillis ot aucune borne inférieure d’éléments incomparables n’existe,
alors qu’il forme un inf-demi-treillis lorsqu’on considere la relation ”est descendant de”.

On montre facilement qu'un treillis admet un unique élément maximal noté T, ainsi
qu’'un unique élément minimal noté L. On montre également qu’un inf-demi-treillis muni
d’un unique élément maximal est un treillis, de méme que I'est un sup-demi-treillis muni
d’un unique élément minimal.

A toute relation d’ordre < on associe sa relation d’ordre strict : notée <, c’est une
relation asymétrique ((x,y) € R implique (y,x) ¢ R) transitive et irréflexive définie par
x<ysix<yetx#y. Ellese déduit de la relation < en supprimant les relations de
réflexivité.

On associe également a une relation d’ordre sa relation de couverture : notée <,
c’est une relation antisymétrique définie par x < y si x < y, et il n’existe pas d’élément
z tel que r < z < y. On dit alors que y couvre x. Elle se déduit de la relation < en
supprimant les relations de réflexivité et de transitivité.

I est d’usage d’identifier relation binaire et graphe orienté simple (i.e. un graphe
sans arcs multiples) ou chaque élément est représenté par un sommet du graphe, et ot la
relation entre deux éléments x et y est représentée par un arc du graphe entre le sommet
x et le sommet y. Le diagramme de Hasse est une représentation d’un ordre proche de
la représentation habituelle d’'un graphe : les noeuds sont positionnés de telle sorte que
x sera au-dessous de y lorsque x < y; les orientations des arcs ne sont pas toujours
représentées car elles peuvent se déduire du positionnement des noeuds; seuls les arcs
de la relation de couverture < sont représentés car les arcs de réflexivité (boucles) et de
transitivité s’en déduisent. Le diagramme de Hasse permet ainsi de ne pas surcharger le
dessin pour faciliter une meilleure lisibilité. Il s’étend naturellement au cas particulier
des treillis.

Exemple 1 Un ordre est représenté Figure 2.1(a) avec les relations de transitivité et
de réflexivité en pointillés, relations qui ne sont pas conservées dans son diagramme de
Hasse pour une meilleure lisibilité. Bien que les éléments b et ¢ possedent e pour borne
supérieure et a pour borne inférieure, les éléments e et d n’admettent pas de borne
supérieure, et les éléments f et g pas de borne inférieure. Par conséquent, cet ordre
n’est pas un treillis. Il posséde a pour unique élément minimal, et f et g pour éléments
maxrimaur.

Un ezemple de treillis est fourni Figure 2.1(b). On peut vérifier que toute paire
d’éléments admet une borne supérieure ainsi qu’une borne inférieure. De plus, ce treillis
posséde g pour unique élément minimal, également appelé L, et 7 pour unique élément
mazximal, également appelé T.
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(a) Exemple d’ordre (b) Exemple de treillis

FI1GURE 2.1 — Exemples d’ordre et de treillis

Un treillis est distributif si V et A vérifient la propriété de distributivité : pour tous
z,y,z € S,xV(yNz) = (xVy)A(zVz). Un treillis est complémenté si tout élément x € S
admet au moins un complément, i.e. un élément 2’ € Stel que xVa' = T et x A2’ = L.
Si, pour tout élément x € S, il existe un V-complément (i.e. élément =’ € S tel que
xVa' =T), le treillis est V-complémenté. La définition d'un treillis A-complémenté est
duale. Un treillis est booléen s’il est a la fois distributif et complémenté.

Un exemple classique de treillis distributif est un ensemble fini de nombres muni
des deux opérateurs A = pged et V = ppem (cf Figure 2.2(a)). La relation d’ordre
est alors la relation "divise”. L’ensemble P(S) des parties d'un ensemble S muni de la
relation d’inclusion est quant a lui un exemple classique de treillis booléen, i.e. de treillis
distributif et complémenté; la relation d’inclusion est un ordre, V. = U et A = N (cf
Figure 2.2(b)).

Dans la suite de ce document, pour une meilleure lisibilité, les ensembles seront
assimilés a des mots. L’ensemble {a, b} sera ainsi noté ab. Par abus de notation, 'union
ensembliste X U {x} sera notée X + z, et la différence ensembliste X'\{z} sera notée
X —ux.

2.2.2 Irréductibles et générateurs minimaux d’un treillis

Un élément d’un treillis est dit réductible s’il est résultat de 'application de I'opéra-
teur de borne supérieure V ou inférieure A sur au moins deux autres éléments distincts.
Dans le cas contraire, il sera dit irréductible.

Définition 3 (Elements irréductibles) Soit L = (S, <) un treillis.
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(a) Exemple de treillis distributif (b) Exemple de treillis booléen

FI1GURE 2.2 — Exemples de treillis

— Un élément j € S est appelé sup-irréductible si, pour tout sous-ensemble X de S,
7 = VX implique que j € X.
— Un élément m € S est appelé inf-irréductible si, pour tout sous-ensemble X de
S, j = AX implique que j € X.
L’ensemble des sup-irréductibles du treillis L est noté Jr,, et celui des inf-irréductibles
M;y.

En particulier, on a L. = V{ et T = A(, impliquant ainsi que L n’est pas un
sup-irréductible, et T n’est pas un inf-irréductible.

Tout élément réductible peut par conséquent s’obtenir par applications successives
des opérateurs V et A sur un ensemble d’irréductibles. Les éléments irréductibles repré-
sentent alors la structure méme du treillis, la plupart des résultats structurels pouvant
s’établir sur la base de leurs propriétés, notamment les isomorphismes entre treillis,
treillis de fermés et treillis de Galois.

Une caractérisation immédiate des éléments irréductibles a partir de la relation de
couverture < du treillis, et donc de son diagramme de Hasse, établit qu’un élément est
un sup-irréductible si et seulement si il couvre un seul élément, noté j—, alors qu'un
élément est un inf-irréductible si et seulement si il est couvert pas un seul élément, noté
m™. En particulier, les atomes (un atome est un élément couvrant 1’élément minimal 1)
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sont des sup-irréductibles, alors que les co-atomes (un co-atome est un élément couvert
pas I’élément maximal T) sont des inf-irréductibles. Lorsque tous les sup-irréductibles
sont des atomes, le treillis est alors un treillis atomistique. Dualement, lorsque tous les
inf-irréductibles sont des co-atomes, le treillis est un treillis co-atomistique.

Tout élément z € S d’'un treillis L = (5, <) est la borne supérieure de I'ensemble
de ses prédécesseurs, ainsi que la borne inférieure de l’ensemble de ses successeurs.
La définition latticielle permet d’établir facilement qu’il est possible de réduire ces
ensembles aux seuls prédécesseurs sup-irréductibles, et successeurs inf-irréductibles :

r=VJ, = V{ysup-irréductible tel que y < z} (2.1)
=AM, = V{y inf-irréductible tel que y > z} (2.2)

Par conséquent, les ensembles d’éléments irréductibles portent 'information minimale
permettant de reconstruire le treillis dans sa globalité par reconstructions successives
de bornes supérieures (en utilisant les sup-irréductibles) ou de bornes inférieures (en
utilisant les inf-irréductibles).

Cependant, un ensemble minimal nécessaire a la reconstruction par borne supérieure
d’un élément donné x € S peut ne pas étre 'ensemble complet .J,, mais en étre une ou
plusieurs parties strictes. On parle alors de générateurs minimaux de x :

Définition 4 Soit L = (S, <) un treillis et x € S un élément du treillis. Un générateur
minimal de x est un sous-ensemble B de J, tel que x = VB et qui soit minimal au sens
de linclusion, i.e pour tout A C B, on a x < VA. La famille B, des générateurs
minimaux de x se définit donc par :

B,={BCJ, : x=VB etz < VA pour tout A C B} (2.3)

L’observation duale vaut pour la reconstruction de z comme borne inférieure a partir
de M,. Le nombre de générateurs minimaux d’un élément x peut se réduire a 1 (le seul
ensemble J, ), mais peut également étre élevé, au pire exponentiel en la cardinalité de
Jz, d’ou une explosion combinatoire de la cardinalité de B,.

Exemple 2 Considérons l'ezemple du treillis de la figure 2.1(b). Siz éléments pos-
sedent un seul arc entrant, et forment l'ensemble des sup-irréductibles alors que les
inf-irréductibles, caractérisés, quant a euz, par un seul arc sortant, sont au nombre de
sept :

J = {aabac7d>evf}
M = {bcd ik l,mn}
Quatre sup-irréductibles sont également des atomes {a,b,e, f}, alors que trois inf-

irréductibles sont également des co-atomes {c,i,l}. Ces éléments irréductibles sont uti-
lisés dans le treillis de la Figure 2.3 ou, dans le noeud de chaque élément x sont précisés
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x a b ¢ d e g
I a b ac def e f 0
B, | {a} | {0} {c} {a} | {et | {f} | {0}
T h i ] k 1 m n
Jy ef adef abcdef aef bf af ae
B, || {ef} | {ad} | {ab,bc,bd,dc,be} | {aef} | {bf} | {af} | {ae}

TABLE 2.1 — Générateurs minimaux des éléments du treillis de la Figure 2.1(b)

l’ensemble J, des sup-irréductibles inférieurs ou égaur a x ainsi que ’ensemble M, des
inf-irréductibles supérieurs ou égaur a x.

Les générateurs minimauzr de chaque élément sont, quant a eux, donnés par la
table 2.1. On peut ainsi observer que chaque sup-irréductible est son propre généra-
teur minimal, mais aussi que tous les éléments, excepté l’élément maximal T, ont pour
unique générateur minimal [’ensemble de leurs prédécesseurs sup-irréductibles. L’élé-
ment maximal posseéde quant a lui 5 générateurs minimauz.

FIGURE 2.3 — Treillis de la figure 2.1(b) ol sont précisés, pour chaque élément z, les
ensembles J, et M,

Une complétion d’un ordre quelconque en un treillis consiste a ajouter dans l'ordre
des bornes supérieures et inférieures lorsqu’elles n’existent pas. Une complétion est mi-
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nimale lorsquun nombre minimal d’éléments sont ajoutés. Connue sous la terminologie
de complétion de Dedekind-MacNeille, la complétion minimale d’un ordre en un treillis
est connue pour étre unique [102], et se caractérise a 1’aide des éléments irréductibles.
Il existe plusieurs algorithmes efficaces pour la calculer [86, 104]. Toute la difficulté
consiste a ne pas ajouter d’éléments superflus, difficulté illustrée par la figure 2.4 :
apres ajout des deux bornes manquantes e A f puis f A g, la complétion obtenue n’est
pas minimale.

En collaboration avec Lhouari Nourine, nous avons proposé un algorithme de gé-
nération a la demande de la complétion minimale [15] qui repose sur un codage des
éléments de l'ordre initial sur la base des irréductibles, codage qui préserve les bornes
inf et sup.

Nous avons également proposé une caractérisation du plus petit sous-treillis d’un
treillis contenant certains de ses éléments [12]. La encore, cette caractérisation repose sur
les propriétés des éléments irréductibles et induit un algorithme de calcul. On peut éga-
lement citer quelques propositions algorithmiques ou les propriétés ordinales du treillis
sont utilisées pour calculer les extensions faibles d’'un ordre [13, 14], ou encore le plé-
thysme de certaines fonctions quasi-symétriques [10].

2.2.3 Table et graphe de dépendance d’un treillis

La notion d’éléments irréductibles dun treillis permet de concevoir des représenta-
tions compactes du treillis qui contiennent I'information nécessaire a sa reconstruction :
représentation par le sous-graphe des irréductibles ; représentation par un ordre biparti
introduit par Markowski [66, 67] ou les sup-irréductibles sont les éléments maximaux, et
les inf-irréductibles sontles éléments minimaux ; représentation par une table composée
en colonne des sup-irréductibles et en ligne des inf-irréductibles. On distinguera la table
binaire de la table complete contenant les relations fleches.

Plus précisemment, la table est

La reconstruction par concepts a partir de la table binaire (cf Section 3.1.1) est la
plus commune. On peut citer également la reconstruction par antichaines maximales ou
idéaux maximaux a partir du biparti des irréductibles [106, 104].

On peut cependant trouver d’autres mécanismes de reconstruction par fermeture (cf
section 2.3) a partir des seuls sup-irréductibles organisés sous forme d’un graphe valué -
le graphe de dépendance d’un treillis - sous forme de regles d’implication (cf section 3.2)
ou encore sous forme d'une fonction booléenne [89], structures dont la taille peut étre
exponentielle en celle de I’ensemble des sup-irréductibles.

La table d'un treillis se définit a partir des relations fleches qui partitionnent les
différents liens possibles entre un sup-irréductible et un inf-irréductible a ’aide de cinq
relations binaires définies sur J; x M. La relation de comparabilité < permet tout
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(a) Ordre inital (b) Complété de Dedekind-
Macneille

(c) Ajout de e A f (d) Ajout de fAg

FIGURE 2.4 — Création d’éléments superflus
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d’abord d’établir une premiere partition de Ji, x M, en deux parties notées P< et Py :

PS = {(j,m)EJLxML : ]gm}

(2.6)
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Py = {(jym) e Jux My : j£m} (2.7)

Les deux relations fléches 1 et | permettent d’affiner les liens entre les paires (j, m) €
P, d’irréductibles incomparables.

Définition 5 (Relations fleches) [83] Soit L = (S, <) un treillis, j € L et m € M.
—jtmsijLmetj<m’.
—jdmsijg<Lmet i <m.

Ces deux relations n’étant pas disjointes, considérer les quatre combinaisons pos-
sibles permet de partitionner I’ensemble des paires (j,m) € Pz en quatre parties P;;
P, Pyet P, :

P o= {(im)eJux My ¢ jhmetj ym) 23)
P, = {(om)eJux My : j¥metjLm) (29)
P, = {(4m)eJyx M, : jtmetjlm} (2.10)
P, = {(jm)eJox M, : j¥Ymetj)m} (2.11)

La table d'un treillis se définit comme une représentation tabulaire de ce partition-
nement :

Définition 6 (Table d’un treillis) La table T d’un treillis L = (S, <) est composée
d’une colonne par sup-irréductible, d’une ligne par inf-irréductible. Pour m € My, et
J € Jr, Tim,j] contient x,1,1,1 ou o selon que (m,j) appartienne a P<, Py, P,, P;
ou P,.

Le partitionnement en deux parties P< et Pz induit quant a lui une représentation
d’un treillis par sa table binaire ou T'[m, j] contient X si (m, ) appartient a P<, et rien
sinon (i.e. (m, j) appartient a Py).

La table binaire du treillis décrit suffisamment les liens entre irréductibles pour
permettre sa reconstruction. Un résultat important établit que tout treillis est isomorphe
au treillis de Galois, ou treillis des concepts de sa table binaire. Dans le cadre de ’analyse
formelle des concepts, la table binaire se retrouve sous la dénomination de contexte
réduit, a partir duquel est défini son treillis des concepts (voir section 3.1.2).

La table complete du treillis contient quant a elle une description plus fine des liens
entre irréductibles, utilisée essentiellement pour caractériser certaines propriétés des
treillis. Ainsi, il apparait que la table d'un treillis contient toujours au moins une double
fleche J sur chaque ligne et sur chaque colonne. Lorsque la table possede exactement
une double fleche sur chacune de ses lignes et colonnes, alors le treillis est distributif. Un
treillis atomistique se caractérise quant a lui par I’absence de fleche 1 dans sa table, alors
qu'un treillis co-atomistique se caractérise par I’absence de fleche |. Par conséquent, la
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table d’un treillis booléen, qui rappelons-le est a la fois distributif, atomistique et co-
atomistique, se caractérise par une unique double fleche § sur chacune de ses lignes et
colonne, ainsi que par ’absence de fleches simples 1 et |.

La classe CN est la classe des treillis dupliqués par convexes, classe de treillis intro-
duite dans [53] et composée de tous les treillis que 'on peut obtenir incrémentalement,
a partir du treillis & deux éléments Q = ({0, 1}, <) par duplication d’une partie connexe
et convexe. Plus formellement, il s’agit de la classe des treillis T" tel qu’il existe une sé-
quence Q@ =T1,...,T;,....,T,_1,T, = T de treillis ainsi qu'une séquence C1, ..., C;, ..., Cp_q
telle que C; est un ensemble convexe de T; et T;,; est obtenu par duplication a partir
de T}, pour tout ¢ < p, selon la regle de duplication introduite par Day dans [52]. Plus
précisément, cette regle de duplication définit le treillis 77 = T[C| comme résultat de
la duplication dans 7" d’une convexe C' de T par 'ensemble X' = (X — C)U (C' x Q) et
la relation <7 avec, pour 2’ et ¢y € X', par :

gy e X —-Ceta <ry ou
reX-C,y=yieCxQeta' <ry, ou
=xieCxQ,yeX—-—Cetr<ry, ou
¥=xicCxQ,yY=yjeCxQ, x<ryeti<jy

¥ <py =

En collaboration avec Nathalie Caspard [6], nous avons proposé un théoréme de
caractérisation des treillis de la classe CN : un treillis est dans la classe CN si et
seulement si sa table peut s’organiser sous la forme suivante qui décrit une séquence
de duplications de sous-ensembles convexes et conneres Cr = (C;)1<i<, permettant
d’obtenir T depuis Q :

M;
7
7
J; ) pas de 1
ou o
pas de | )
ou o

c’est-a-dire s’il satisfait les conditions suivantes :

(a) il existe un escalier de marches généré par Cr

et chaque marche (J; X M;) ne contient que des [ ou des o,
(b) toutes les | sont au dessus de cet escalier,
(c) toutes les T. sont en dessous de cet escalier.

De cette caractérisation d’un treillis CN' par sa table nous avons déduit un algo-
rithme de reconnaissance polynomial des treillis de la classe CN . Cette opération de du-
plication est une généralisation de la duplication d’intervalles qui caractérise les treillis
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bornés [52], mais aussi les treillis booléens - duplication de l'intervalle contenant le
treillis complet - ainsi que les treillis distributifs - duplication de [’intervalle contenant
[’élément mazimal ou minimal.

Une autre structure moins connue est celle du graphe de dépendance d’un treillis,
que j’ai introduit dans mes travaus de these [2], et a partir duquel sa reconstruction
est possible. Il s’agit d’un graphe valué dont les arcs, qui correspondent a la relation de
dépendance entre sup-irréductibles introduite dans [68], sont valués par les générateurs
minimaux. Le nombre de générateurs minimaux étant exponentiel dans le pire des cas,
celle du graphe de dépendance peut l’étre également.

Définition 7 (Graphe de dépendance) Soit L = (S,<) un treillis. Le graphe de
dépendance du treillis L est un graphe valué G = (Jp,d,w) avec :
— ¢ relation de dépendance [68, 70] définie sur Jy, par joj' siil existe x € S tel que
jLx, j Lxetj<j Va. On notera jo,j .
— w valuation des arcs définie pour chaque relation jéj’ par

w(y,7") = {générateurs minimauz de x : jo,j et x minimal dans le treillis}

On pourra noter (j,j') € 0 par jd,j" ou encore par jigj’, avec B générateur minimal
de z. Ainsi, 705" s’il existe x € S\ {j, 7'} tel que j9,5". Ou encore 6 = U{J, : x € S}.

La restriction du graphe de dépendance d’un treillis a la seule relation dy correspond
au sous-graphe du treillis induit par ses sup-irréductibles car j < j" implique j < j'V L
et w(j,j’) = J. = {0}. De plus, on montre facilement qu’'un treillis est distributif si et
seulement si les valuations de son graphe de dépendance ne contiennent que 1’ensemble
vide.

J’ai proposé d’extraire du graphe de dépendance un ensemble de regles d’implication
- une regle dimplication est composée de deux sous-ensembles d’éléments appelés pré-
misse et conclusion - permettant la reconstruction du treillis : a toute relation joxj’ on
associe la régle d’implication X +j' — j. Le mécanisme de reconstruction du treillis est
une conséquence d’un résultat structurel établissant que tout treillis est isomorphe au
treillis de fermés du systéme de régles porté par son graphe de dépendance (voir section

Un autre résultat (voir section 3.2.2) établit que la prémisse X + j' de chaque
regle d'implication X + 7/ — j est un générateur minimal de VX + j/, qui se définit
ainsi récursivement a partir de X, générateur minimal de x. Nous avons exploité cette
définition récursive des générateurs minimaux d’un point de vue algorithmique.

L’inconvénient majeur de cette représentation de graphe de dépendance réside ce-
pendant dans sa taille, ou plus précisément dans celle de ses arcs, car le nombre de
générateurs minimaux peut étre exponentiel en celle des sup-irréductibles du treillis.
Le nombre du noeuds du graphe reste quant a lui polynomial, mais n’induit pas de
mécanisme de reconstruction.
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a b ¢ d e f
b|] x o o | ¢
clx t ox 1t 11
d| 7 | o x x X
i|x 3 7 x x x
kix | | 7 x x
11T x 1+ 1t 7 x
m|x | | o ] x
n|x | | o x 3

TABLE 2.2 — Table du treillis de la figure 2.1(b)

Exemple 3 Les éléments irréductibles du treillis de la figure 2.1(b)sont utilisés pour
en décrire la structure a 'aide de sa table (cf table 2.2), ou encore de son graphe de
dépendance (cf Figure 3).

[[e]. [<]. []]

[[b]]

FIGURE 2.5 — Graphe de dépendance du treillis de la figure 2.1(b) défini sur I’ensemble
de ses sup-irréductibles

La représentation d’un treillis sous la forme d’un graphe valué défini sur les seuls sup-
irréductibles a été initialement introduite dans [72] sous la terminologie de OD-Graph.
Il s’agit d’un graphe défini de fagon similaire au graphe de dépendance, a partir de la
relation de dépendance forte A d’un treillis, et dont les arcs sont également valués par
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des parties de sup-irréductibles appelées les couvertures minimales. Plus précisément,
la relation de dépendance forte, inclue dans la relation de dépendance, se définit sur Jy,
par jAj' siil existe x € S tel que j < j'Vx et j £ 5~ V.

Le OD-Graph a tout d’abord été exploité dans I’étude des treillis bornés inférieurs
[56]. 11 sert de base a des travaux plus récents sur la théorie de la dualité [78]. 11
définit également un systeme de regles a partir duquel la reconstruction du treillis est
possible, selon un mécanisme plus complexe que la reconstruction a partir du graphe de
dépendance. Cependant, a la différence du graphe de dépendance, la taille des valuations
qui le définissent reste polynomiale en celle du treillis.

2.3 Treillis de fermés et systeme de fermeture

Une famille de Moore est une famille F de parties - dites fermés - d'un ensemble
S stable par intersection et contenant S lui-méme. F munie de la relation d’inclusion
est un treillis. On parle alors de treillis de fermés pour le treillis. Comme tout treillis
est représentable par un treillis de fermés, tout treillis peut se manipuler de fagon
équivalente sous forme algébrique, ordinale, ou encore ensembliste. L’apport principal
du treillis de fermés réside dans le lien qui 'unit a un systéme de fermeture via un
opérateur de fermeture.

2.3.1 Treillis de fermés

Toute famille 7 € P(S) munie de la relation d’inclusion est ordonnée, 'inclusion
étant transitive, réflexive et antisymétrique (cf Figure 2.6). La propriété de treillis est
quant a elle garantie pour une famille possédant les propriétés d’'une famille de Moore
[71]. On parle alors de treillis de fermés.

Définition 8 (Treillis de fermés) Un treillis de fermés sur un ensemble S est une
paire (F,C) ou F est une famille sur S possédant les propriétés d’une famille de Moore,
encore appelée famille de fermés

— F contient S

— F est stable par intersection : pour tous F, F' € F, ona FNF' € F

En particulier, 7 = P(S) est une famille de Moore, et la structure de treillis induite
(P(S),C) est un treillis booléen (cf Figure 2.2(b)). Un autre exemple de famille de
Moore est celui obtenu a partir des hiérarchies. Une hiérarchie est une famille F sur S
contenant S lui-méme, ainsi que tous les singletons, et telle que, pour F' et F’ parties
de la famille, la propriété suivante soit vérifiée :

FNF =0ouFCF ouF CF (2.12)
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D "00 <

(a) Relation d’ordre (b) Treillis

FIGURE 2.6 — Deux familles ordonnées par inclusion

En ajoutant 'ensemble () & cette hiérarchie, on obtient une famille de Moore. La struc-
ture de treillis induite est un arbre auquel un élément minimal relié a ses feuilles a été
ajouté.

Bien que les propriétés d’une famille de Moore sur un ensemble S sont purement
ensemblistes (stabilité par intersection et appartenance de I'ensemble S lui-méme), ses
propriétés latticielles permettent d’introduire les opérateurs de bornes inférieures A et
supérieures V, pour F et I’ parties de F :

FANF =FnNnF (2.13)

FVF =n{F'eF : FUF CF"} (2.14)

Un résultat fondamental de la théorie des treillis permet de manipuler de fagon
équivalente treillis et treillis de fermés dans le cas fini :

Bijection 1 Treillis et treillis de fermés sont en correspondance bijective.

Cette bijection s’exprime sur la base des éléments sup-irréductibles : a tout treillis
(S, <) est associé le treillis de fermés ((J,)zes, ) composé de la famille de Moore (J,.)zes
définie sur I’ensemble des sup-irréductibles du treillis. Il a été établi qu’il n’existe pas
d’ensemble de cardinalité inférieure a celle de 'ensemble des sup-irréductibles a partir
duquel définir un treillis de fermés isomorphe a (5, <). La famille (J,).ecs et le treillis
((Jz)zes, ©) portent ainsi une propriété de minimalité importante, et une famille de
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Moore, ou encore un treillis de fermés, seront dit minimaux lorsque la cardinalité de
I’ensemble sur lequel ils sont définis est égale au nombre des sup-irréductibles du treillis.

Notons cependant l'isomorphisme avec le treillis de fermés inversé défini sur 1’en-
semble des inf-irréductibles qui lui peut avoir une cardinalité inférieure :

(57 S) = ((Jx)w657 g) = ((Mx)xesa 2) (215)

Exemple 4 Les deux treillis de fermés de la figure 2.7 sont isomorphes, et différents
de par la cardinalité de l'ensemble sur lequel ils sont définis. Ils possedent 4 sup-
irréductibles. Ainsi, le premier est minimal car il est défini sur un ensemble de car-
dinalité 4, alors que le second ne l’est pas.

(a) Treillis de fermés (b) Treillis de fermés
sur {a,b,c,d} sur {a,b,c,d, e}

FIGURE 2.7 — Treillis de fermés isomorphes

2.3.2 Systeme de fermeture

La propriété principale des treillis de fermés, et plus particulierement de la famille
qui les définit, réside dans les liens qui les unissent aux systémes de fermeture :

Définition 9 (Systéeme de fermeture) Un systeme de fermeture est une paire C' =
(S, ) avec S un ensemble, et ¢ un opérateur de fermeture, i.e. une application définie
sur P(S) a la fois isotone, extensive et idempotente :

— isotonie : X CY implique p(X) C ¢(Y)

— extensivité : X C ¢(X)

— tdempotence : p(p(X)) = p(X)
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Pour une partie X C S quelconque, p(X) est appelée la fermeture de X, ou encore un
fermé de C'. L’ensemble des fermés forme une famille de Moore F¢ :

Fe=1{p(X) : X C 8} (2.16)

Dans la littérature, le terme systéeme de fermeture est utilisé a la fois pour désigner
la couple C' = (5, ¢), mais aussi la famille des fermés F définie sur S. Le terme anglais
closure system est également utilisé dans les deux situations, alors que le terme closure
space est plus usité pour désigner le couple (5, ¢).

La famille des fermés F possédant la propriété d’une famille de Moore, a tout
systeme de fermeture C' on associe son treillis de fermés (F, C). Dualement, a tout
treillis de fermés (F, C) sur S on associe un systeme de fermeture dont 'opérateur de
fermeture ¢ est défini, pour X C S, par :

p(X)=(FeF: XCF} (2.17)

Les deux bornes V et A se redéfinissent alors via 'opérateur de fermeture, pour X et Y
parties de S, par :

P(X)Np(Y) = p(X)NeY) (2.18)
P(X)Ve(Y) = plp(X)Uep(Y)) (2.19)
(2.20)

La notion de générateur minimal d'un élément d'un treillis introduite dans la sec-
tion 2.2.2 se redéfinit également via 'opérateur de fermeture : B est une base ou un
générateur minimal pour un fermé F si ¢(B) = F et ¢(A) C ¢(B) pour tout A C B.

Cette bijection entre treillis de fermés et systemes de fermeture, ainsi que la bi-
jection 1 entre treillis et treillis de fermés permettent d’étendre le cadre applicatif des
treillis a celui des systemes de fermeture :

Bijection 2 Treillis et systémes de fermeture sont en correspondance bijective.

Plus précisément, a tout treillis L = (5, <) on associe le systeme de fermeture
C = (Jp,p) ou, pour z € S, p(xr) = J,. La minimalité de la famille de Moore sous-
jacente (J.)zes permet alors de définir la notion de systéme de fermeture réduit qui
integre a la fois la définition de l'opérateur de fermeture ¢ ainsi que celle d'un sup-
irréductible.

Définition 10 (Systeme de fermeture réduit) Un systéme de fermeture C' = (S, ¢)
est réduit lorsque l’ensemble S sur lequel il est défini ne contient que des éléments dont
les fermés sont des sup-irréductibles de son treillis de fermés :

VeeS, VY CStelquex &Y onap(x)#eY) (2.21)
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Si un systeme de fermeture n’est pas réduit, alors il contient au moins un élément
réductible = € S dont le fermé () n’est pas un sup-irréductible, i.e. qui ne vérifie pas
I'équation 2.21. Il existe alors un sous-ensemble FE, d’éléments équivalents dont ¢(z)
est la borne supérieure :

p(z) = o(E) = \/ ey) (2.22)
yeEy
Notons que I'ensemble E, est vide pour I’élément réductible x € S tel que p(x) = ¢(0).
Le fermé ¢(x) correspond alors a 1’élément minimal du treillis.

La suppression des éléments réductibles d’un systeme de fermeture n’affecte pas
la structure de son treillis de fermés. Par conséquent, la réduction d'un systeme de
fermeture consiste a supprimer ou a remplacer chacun de ces éléments par ’ensemble
E, d’éléments qui lui sont équivalents.

Exemple 5 Les deux treillis de fermés de la figure 2.7 sont isomorphes. Alors que le
premier treillis de fermés est minimal - car p(x) est un sup-irréductible pour tout x € S
- le second ne est pas. En effet, p(e) n’est pas un sup-irréductible. L élément e est alors
équivalent a E, = {a,b} car p(e) = p(ab) = ¢(a) V ¢(b).



Chapitre 3

Deux usages classiques d’un
systeme de fermeture

On retrouve des opérateurs de fermeture dans de nombreux domaines, que ce soit
en logique, en topologie, en bases de données, en combinatoire, ou encore en analyse de
données. En particulier lorsque les données s’organisent sous forme d’une table binaire,
appelée contexte, ou d’un systeme de regles dimplications du type ”si” "alors”. Dans
ce chapitre, nous avons choisi de présenter le treillis des concepts d’'un contexte, et le
treillis de fermés d’un systeme d’implication comme deux cas d’usage des systemes de
fermeture, car leur existence repose sur celle d’opérateurs de fermeture.

En effet, la connexion de Galois entre les objets et les attributs qui définit tout
contexte induit 'existence de deux opérateurs de fermeture, le premier défini sur I’espace
des objets et le second sur 'espace des attributs. Le treillis des concepts correspond a
la combinaison de deux treillis de fermés, le premier défini sur I’ensemble des attributs,
le second sur I'ensemble des objets. Par ailleurs, un mécanisme d’inférence se définit
naturellement par un opérateur de fermeture pour tout ensemble de regles d’implication.
Son treillis de fermés est alors composé de toutes les parties qui vérifient I’ensemble des
regles, appelées des fermés.

Ce choix, qui pose en premier plan les systemes de fermeture, est également mo-
tivé par des considérations algorithmiques. En effet, les problemes algorithmiques sous-
jacents exploitent les propriétés de 'opérateur de fermeture.

La section 3.1 définit la notion de contexte, de treillis des concepts (section 3.1.1),
et de treillis de Galois (section 3.1.2). Le treillis de Galois est présenté comme une
généralisation du treillis des concepts a des données plus complexes pour lesquelles il
existe une connexion de Galois.

La section 3.2 introduit quant a elle les systémes implicatifs (section 3.2.1), ainsi que
deux bases canoniques de régles d’implication, la directe et la non directe (section 3.2.2).
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3.1 Treillis des concepts et treillis de Galois

Treillis de Galois et treillis des concepts sont des structures équivalentes qui different
de par leur définition et I'usage qui en est fait. Le treillis des concepts, introduit dans
[82], met en avant les notions d’objets et d’attributs du contexte a partir duquel il se
définit, se positionnant ainsi dans le cadre de I’Analyse Formelle des Concepts (AFC)
[58]. Le treillis de Galois quant a lui a été introduit dans les années 1970 dans [45]. 11
se définit a partir d’'une connexion de Galois entre deux ensembles, ce qui permet de
retrouver les propriétés déja mentionnées d’un systeme de fermeture (Section 2.3), mais
aussi de positionner la structure de treillis dans un cadre plus large.

3.1.1 Treillis des concepts

En analyse de données, 'analyse formelle des concepts [58] pose le treillis des
concepts comme espace de recherche sous-jacent a des données qui s’organisent sous
forme d’une table binaire objets x attributs encore appelé contexte. Le treillis des
concepts est un treillis dont les noeuds, appelés concepts sont composés a la fois d'un
ensemble d’objets et d'un ensemble d’attributs.

Définition 11 (Treillis des concepts) Le treillis des concepts se définit pour une

relation binaire R entre un ensemble O d’objets et un ensemble I d’attributs, encore

appelé contexte. Le treillis des concepts d’un contexte (O, I, R) est une paire (C, <) ot :
~ C est un ensemble de concepts défini sur P(O) x P(I) par :

(A,B)eC < ACO,BCI,B=a(A) et A= p(B)
avec

a(A) = {bel : aRb pour tout a € A}
B(B) = {a€O : aRb pour tout b € B}

— < est une relation binaire définie sur l’ensemble des concepts C par, pour (A, By)
et (AQ,BQ) eC :

(AlaBl) < (AQ,BQ) ~— B; C BQ < Al D) Ag (31)

Lorsque le contexte est représenté sous forme d’une table, un concept correspond
a un rectangle maximal, ou encore a une sous-matrice premiere. Un contexte pourra
étre noté (O, I, R) ou encore (O, I, (a, #)) selon que I'on considere la relation binaire R
entre O et I, ou, de facon équivalente, les deux applications « et 3, I'une de O vers I,
l'autre de I vers O.

Dans [58], 'ensemble des objets est noté G pour "Gergenstand” et ’ensemble des
attributs M pour "Merkmalle”, et un contexte est noté (G, M, R). Un seul opérateur
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a b ¢ d e f g h
1 X X
2| x X X
3 X X X X X
4] x X X X X X
5| X X X X X
6 X X X
71 X X X
8| X X X
9] X X X X X X X X

TABLE 3.1 — Exemple de contexte

"prime” est utilisé & la place des opérateurs «v et 3, et un concept (A, B) y est défini par
ACG BCM,B=Aet A=D1

Les bornes supérieure et inférieure dans un treillis des concepts sont définies, pour
deux concepts (A1, By) et (As, By) par :

(A1, B1) A (As, By) = (B(B1 N By), (B1 N By)) (3.2)
(Al, Bl) V (AQ, BQ) = ((Al N AQ), Oé(Al N AQ)) (33)

Exemple 6 Considérons a titre d’exemple le contexte décrit par la table 3.1 définie par
un ensemble d’objets {1,2,3,4,5,6,7,8,9} et un ensemble d’attributs {a,b,c,d, e, f, g, h},
et son treillis des concepts donné Figure 3.1. On remarque que :
— ["objet numéro 9 possede tous les attributs, et par conséquent apparait dans tous
les concepts.
— Uattribut g est partagé par tous les objets, apparaissant également dans tous les
concepts.
— attribut h est partagé par les objets 3, 4, 5 et 9, i.e. par les objets possédant a
la fois lattribut e et l'attribut f. Par conséquent, ['attribut h n’apparait que dans
les concepts contenant a la fois attribut e et lattribut f.

3.1.2 Treillis de Galois

Le treillis de Galois se définit a partir d’'une correspondance de Galois entre deux
ensembles qui elle-méme définit deux opérateurs de fermetures sur chacun des deux
ensembles, permettant ainsi d’étendre aux treillis de Galois les propriétés des systemes
de fermeture.

Définition 12 (Treillis de Galois) Un treillis de Galois se définit a partir d’une cor-
respondance de Galois («, 8) entre deuz ensembles S et U ot :
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F1GURE 3.1 — Treillis des concepts du contexte de la table 3.1
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— « est une application isotone de P(S) vers P(U) : X CY implique a(X) C a(Y),
— B est une application antitone de P(U) vers P(S) : X C Y implique (X) D
B(Y),

~ (Boa) est une application extensive sur P(U) : X C U implique X C (foa)(X),

— (o ) est une application extensive sur P(S) : X C S impliqgue X C (a0 B)(X).
En d’autres termes, (oo ) et (B o «) sont deux opérateurs de fermeture - le premier
défini sur S et le second défini sur U - dont les deux treillis de fermés sont isomorphes
et forment le treillis de Galois (C,<) de la correspondance de Galois, avec < relation
binaire définie sur C par l’équation 3.1, et C ensemble défini sur P(S) x P(S) par :

~ (F,a(F)) € C, pour tout fermé F du systeme de fermeture (S, (8o a))!.

~ (B(F), F) € C pour tout fermé F du systéeme de fermeture (U, a0 3) 2.

Par ailleurs, la définition du treillis des concepts d'un contexte (O, I, R) introduit
une paire («, 3) qui forme une correspondance de Galois entre les deux ensembles P(O)
et P(I). La structure de treillis du treillis des concepts est ainsi une conséquence directe
de la correspondance de Galois portée par tout contexte, et les notions de fermeture
et de fermés s’y retrouvent tout naturellement. En effet, & tout contexte (O, I, («, 3))
on associe les deux systemes de fermeture (O, o f) et (I, o ), et les deux treillis
de fermés sous-jacents. Ainsi, tout treillis des concepts correspond a l'imbrication de
ces deux treillis de fermés, le premier défini sur I'ensemble des objets, le second sur
I’ensemble des attributs.

Cette correspondance entre treillis des Galois et treillis de fermés s’étend ainsi tout
naturellement aux treillis des concepts. Elle permet de manipuler de facon équivalente
treillis et treillis des concepts sur la base des éléments irréductibles du treillis :

Bijection 3 [/5] Tout treillis est isomorphe au treillis des concepts de sa table binaire
(cf Définition 6).

Cette table définit un contexte dont les éléments sup-irréductibles (resp. inf-irréductibles)
sont les attributs (resp. les objets). Plus précisément, a tout élément = € S d’un treillis
(S, <) on associe la paire (J,, M,) composée d'un sous-ensemble de sup-irréductibles et
d’un sous-ensemble d’inf-irréductibles. On vérifie facilement que cette paire forme un
concept de la table du treillis, et on a :

(S’ S) = ((Jxa Mx)x657 ﬁ) (34)

Un contexte est dit réduit lorsque les deux treillis de fermés qui composent son
treillis des concepts sont minimaux, i.e. définis pour deux systemes de fermeture réduits
dont la définition (cf définition 10) permet d’en caractériser les attributs comme des
sup-irréductibles et les objets comme des inf-irréductibles. Un contexte réduit est alors

1. a(F) est alors un fermé de (U, a0 ()
2. B(F) est alors un fermé de (S, o «)
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un contexte dont les attributs et les objets sont irréductibles. Un attribut est dit sup-
irréductible si sa fermeture selon o« est un sup-irréductible, et ne contient pas d’autres
attributs avec la méme fermeture. Cette fermeture se retrouve dans le plus petit concept
contenant l'attribut. Dualement, un objet est dit inf-irréductible lorsque sa fermeture
selon avo 8 est un inf-irréductible, et ne contient pas d’autres objets de méme fermeture.
On retrouve cette fermeture dans le plus grand concept contenant 1’objet.
La table d’un treillis définie par ses sup-irréductibles en colonnes et ses inf-irréductibles

en ligne possede tout naturellement cette propriété de réduction :

Bijection 4 [66, 67] Tout contexte réduit est isomorphe a la table binaire de son treillis
des concepts.

Lorsqu’un contexte n’est pas réduit, il est possible de le réduire en supprimant ses
éléments réductibles que sont les attributs et objets ne vérifiant pas I’équation 2.21 de
la définition 10 d’un systeme de fermeture réduit. La structure du treillis des concepts
n’en sera pas affectée. En particulier, un attribut a partagé par tous les objets sera
supprimé car, pour X =0, (foa)(a) = (o a)(d).

Exemple 7 On peut remarquer que les treillis des concepts des figures 2.3 et 3.1 sont
isomorphes. Celui de la figure 3.1 est le treillis des concepts du contexte non réduit de
la table 3.1. Celui de la Figure 2.3 est quant a lui composé des concepts (Jp, My)rcs de
la table binaire (table 2.2) du treillis de la figure 2.1(b). La table binaire correspond a
la réduction du contexte d’ou ont été supprimés les éléments suivants :

— L’objet 9 du contexte possede tous les attributs, et par conséquent apparait dans
tous les concepts du treillis. Son concept associé, élément maximal du treillis,
n’est pas un inf-irréductible, et il sera pas conséquent supprimé par réduction. En
effet, il ne vérifie pas ’équation 2.21, et il n’existe pas dans la table binaire d’objet
possédant tous les attributs.

— L’attribut g du contexte est partagé par tous les objets, et par conséquent apparait
dans tous les concepts du treillis. Il n’est pas irréductible et sera supprimé par
réduction. On peut vérifier qu’il ne vérifie pas l’équation 2.21 et qu’il n’apparait
pas dans la table binaire.

— Lattribut h du contexte est partagé par les objets 3, 4, 5 et 9, i.e. par tous les
objets possédant a la fois les attributs e et f. L’attribut h apparait ainsi dans tout
concept contenant a la fois les attributs e et f, et son concept associé, le concept
(efgh,3459) n'est pas un sup-irréductible. On peut vérifier que [’attribut h ne
vérifie pas 'équation 2.21 et qu’il n’apparait pas dans la table binaire du treillis
(table 2.2).

Alors que la définition du treillis des concepts utilise une description ensembliste des
objets O du contexte - tout objet est décrit par un ensemble d’attributs - la définition
d’un treillis de Galois permet d’envisager une description plus sophistiquée des objets
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par un ensemble de descriptions D a condition de maintenir les propriétés de I’applica-
tion ar qui sont garanties lorsqu’il existe une relation de subsomption C ou une relation
d’inclusion M, 'une se déduisant de 'autre :

cCd <= cNd=c Ye,deD (3.5)

La correspondance de Galois entre les objets (O, C) et leurs descriptions (D,C) est
alors maintenue, garantissant ainsi l'existence d’un treillis de Galois pour (O, D).

Dans [75, 64], le treillis de Galois est ainsi utilisé pour des objets décrits par des
intervalles, des histogrammes ou encore des données multivaluées pour lesquels une
relation de subsomption est définie. L’ Analyse Logique des Concepts [55] a été introduite
en 2004 comme une généralisation de I’AFC ou le treillis de Galois est défini a partir d'un
contexte logique contenant une description de chaque objet par une formule logique. Le
formalisme des structures de patrons, introduit dans [57] pour des descriptions d’objets
par des graphes, également étudiée dans [64] pour des données numériques, est une
autre généralisation de ce méme principe.

3.2 Systemes implicatifs

En logique, ou encore en fouille de données, les systémes implicatifs, ou systemes
de regles d’implication, sont utilisés pour exprimer des implications entre des données.
Le mécanisme d’inférence associé, ou mécanisme de chainage avant, est classiquement
défini par un opérateur de fermeture, ce qui permet de positionner les systemes implica-
tifs comme des systemes de fermeture, et ainsi d’étendre le champ applicatif des treillis
au regles d'implication [50]. La section 3.2.1 pose les principales définitions : systémes
d’implication, mais aussi opérateur de fermeture associé, et principales propriétés. Plu-
sieurs systemes implicatifs différents peuvent engendrer le méme treillis de fermés via
Iopérateur de fermeture, ce qui permet de considérer certaines propriétés, ainsi que des
mécanismes de transformation pour les obtenir. La section 3.2.2 introduit deux bases
de systemes implicatifs avec une propriété de minimalité : la base canonique et la base
canonique directe.

3.2.1 Définition d’un systeme implicatif

Définition 13 (Systéme implicatif) Un systeme implicatif (ou SI) ¥ sur un en-
semble d’éléments S est une relation binaire définie sur P(S). Une regle d'implication
est un couple (A, B) € ¥ notée A — B et signifiant A implique B. A est la prémisse
de la regle, et B sa conclusion.

A tout systeme implicatif 3, on associe la famille des parties de S fermées pour les
regles d’implication :

Fr={XCS: AC X et A— B impliquent B C X pour tout A — B € X} (3.6)
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On montre facilement que cette famille possede les propriétés d’une famille de Moore,
a savoir stabilité par intersection, et appartenance de 'ensemble S lui-méme (cf Sec-
tion 2.3). Par conséquent, ceci implique a la fois que Fx muni de la relation d’inclusion
forme un treillis, mais également que Fy, peut étre générée a partir d'un opérateur de
fermeture py qui définit la fermeture d’un sous-ensemble X de S par :

os(X) = m(X)Ur(X)Uur*(X)U... avec (3.7)
T(X)=XU|J{B|AC X et A Bex} (3.8)

Plusieurs itérations - au plus | S| itérations dans le pire des cas - sont donc nécessaires
pour calculer une fermeture. En cas de non ambigiiité, on notera ¢ au lieu de psy.

Deux systemes implicatifs différents ¥ et ¥’ peuvent engendrer deux familles de
Moore isomorphes - i.e. Fy = Fy. Un systeme implicatif est dit réduit lorsque la
famille de Moore qu’il engendre est minimale - i.e. la cardinalité de I’ensemble S qui la
définit est minimale - .S correspond alors aux sup-irréductibles du treillis de fermés. Il
est par conséquent possible de réduire un systeme implicatif en remplagant dans chaque
régle chaque élément réductible par ses irréductibles équivalents (cf Définition 10).

Deux systemes implicatifs ¥ et X' sont dits equivalents lorsqu’ils engendrent deux
familles de Moore identiques - i.e. Fx, = Fsv. Parmi I’ensemble des systemes implicatifs
équivalents, certains se distinguent par certaines propriétés.

Un systeme implicatif X est dit wnaire lorsque chacune de ses regles possede un
singleton en conclusion. On peut alors définir ¥ sur P(S) x S, et écrire B — z au lieu
de B — {z}, avec B C S et € S. Rendre unaire un systeme implicatif ¥ consiste alors
a remplacer toute regle B — X = {z1,...,x,} € 3 par les n régles unaires B — z;,
pour 7 < n. A I'inverse, un systeme implicatif est dit compact lorsque chacune de ses
regles est composée d’une conclusion de cardinalité maximale, ou, de fagon équivalente,
s’il n’existe pas deux regles distinctes de méme prémisse. Rendre compact un systeme
implicatif 3 consiste alors a remplacer les n regles de méme prémisse B par une seule
regle dont la prémisse est B, et la conclusion est 1'union des conclusions des n regles.
Un systeme implicatif est propre lorsque la prémisse et la conclusion de chacune de
ses regles ne s’intersectent pas. Pour rendre propre un systeme implicatif X, il suffit de
remplacer chaque régle B — X par la régle propre B — X \ B. Un systeéme implicatif
est dit maximal a droite lorsqu’il est compact, et que la conclusion de chacune de ses
regles de prémisse X est égale a o(X) \ X. Un systeme implicatif est dit minimal a
gauche lorsqu’il est compact, et qu’il n’existe pas deux regles de méme prémisse.

Un systeme implicatif est direct si la fermeture de toute partie X C S s’obtient en
appliquant 1’équation 3.8 une seule fois, i.e. p(X) = m(X). Un systeme implicatif >
est minimal ou non redondant si aucune regle ne peut étre supprimée, i.e. pour toute
regle X — Y € X, ¥\ {X — Y} n'est pas équivalent a ¥. Un systeme implicatif
Y est minimum il est de cardinalité minimale, i.e. si |X| < |¥'| pour tout systeme
d’implication ¥ équivalent a . Un systéme implicatif minimum est clairement non
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redondant, cependant, 'inverse n’est pas vérifié. Un systeme implicatif minimum est
également appelé une base pour le systeme de fermeture qu’il engendre, ainsi que pour le
treillis des fermés induit. Une base minimale est ainsi une base de cardinalité minimale.
Deux bases se distinguent : la base canonique, et la base canonique directe.

3.2.2 Base canonique et base canonique directe

La base canonique X, également appelée la base de Guigues et Duquenne [60]
est I'unique base minimum a partir de laquelle toutes les autres regles d’implications
peuvent s’inférer en utilisant les axiomes de Amstrong [44]. Elle se défnit par des regles
dont les prémisses sont des pseudo-fermés :

Définition 14 (Base canonique) [60] La base canonique sur S est définie par :
Yo ={B — ¢(B)\ B,: BCS estun pseudo-fermé de Fs} (3.9)

ot un pseudo-fermé est une partie B C S telle que B & Fx,, F + B est une famille de
Moore, et B minimal par inclusion pour cette propriété.

La famille de tous les pseudo-fermés de Fyx, sur S ainsi définis forme également une
famille de Moore, mais non isomorphe a Fs..

Exemple 8 Les deux treillis de fermés de la figure 2.7 sont isomorphes, le premier
est minimal, le second ne l’est pas car @(e) n'est pas un sup-irréductible, l’élément e
est alors équivalent o E. = {a,b}. La base canonique du premier treillis de fermés est
définie sur l’ensemble S = {a,b,c,d} par ¥4 = {c — a ; d — b}. La base canonique
du second treillis de fermés est quant a elle définie sur l’ensemble S = {a,b,c,d, e} par
Yo ={c—a; d—b; ab— e}. La réduction du systéeme implicatif de ce deuxiéme
treillis consiste alors a remplacer e par ab dans chaque regle, ce qui revient a supprimer
la troisieme regle.

Nous avons introduit la base canonique directe .4 comme l'unique base minimale
parmi ’ensemble des systémes implicatifs équivalents et directs. Cette base étant directe,
ceci signifie que le mécanisme d’inférence induit par ¢ est simplifié (voir Equation 3.7) :
chaque fermeture est alors définie par p(X) = 7(X), et peut par conséquent s’obtenir en
considérant chaque regle de la base canonique directe une seule fois. Rappelons qu’avec
un systeme implicatif non direct, et en particulier avec la base canonique, plusieurs
itérations sur l’ensemble des regles sont nécessaires pour calculer une fermeture. No-
tons cependant que la base canonique directe a un nombre de régles dimplications bien
supérieur a celui de la base canonique.

Alors qu’il existe une unique définition de la base canonique, on retrouve la base
canonique directe sous diverses définitions issues de domaines différents. Dans de ré-
cents travaux [11], nous avons mis en évidence que cette base est équivalente a4 cing
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autres bases de la littérature, permettant ainsi de regrouper les définitions et propriétés
de chacune d’entre elles, définies sous forme unaire, i.e. X.q, € P(S) x S :

La base directe-optimale [16]. Nous avons introduit cette base a l'aide d’un algo-
rithme de génération a partir d’un systeme implicatif équivalent propre et unaire
DI
1. application récursive du traitement suivant pour obtenir un systéme implica-
tif équivalent, unaire et direct :3 :

pour tout A — b et C+b— d de X3, ajouter AUC — d dans X
2. puis application du traitement de minimalisation suivant :
pour tout A — b et C' — b de X, si C C A alors supprimer A — b de 3.

Cet algorithme de génération nous a permis de montrer la minimalité de la base
directe-optimale parmi les bases directes, et ainsi d’en déduire son unicité. Cette
définition introduit un traitement permettant de rendre direct un systéme implicatif
quelconque, traitement que l'on retrouve en bases de données sous la dénomination
de pseudo-transitivité ou encore d’opérateur d’accumulation [65].

La base associée a la relation de dépendance. Il s’agit la de la base que nous
avons définie a partir du graphe de dépendance et de la relation de dépendance
entre irréductibles d’un treillis, introduite en 1990 [68] :

Ys={X+y—z: xixy et X est minimal par inclusion pour cette propriété}
(3.10)
ot la relation de dépendance dx est définie sur S, pour x,y € S et X C S, par :

xdxy si et seulement six & o(X), y & p(X) et x € (X +y) (3.11)

La définition de la relation dx est similaire a celle utilisée pour introduire le graphe
de dépendance (définition 7), permettant ainsi de faire le lien avec les générateurs
minimauz du treillis.

La base canonique et ”iteration-free” [81]. Introduite en 1994, elle se définit a
partir de la notion de sous-ensemble libre :

Yur={B =z : v € p(B)\m,(B) et B est un sous-ensemble libre}  (3.12)
ol T, est défini & partir de ¢ par® :
m,(B)=BU{r e S : il existe A C B avec x € p(A)} (3.13)

Un sous-ensemble B de S est libre si, pour tout © € B = ¢ p(B\z). De facon
équivalente, B est libre si et seulement si p(A) C ¢(B) pour tout A C B. Ainsi,
B est libre si c’est un générateur minimal de ¢(B).

3. Si 3 n’est pas propre, il est nécessaire d’ajouter la condition b € A, b#det d g AUC.
4. Si B n’est pas un ensemble libre, il est nécessaire d’ajouter la condition p(A) C ¢(B).
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La base minimale a gauche. Elle se définit par des regles dont la prémisse est de
cardinalité minimale :

Sim ={X =y 1 y € p(X)\ X et pour tout X' C X, y & p(X")}  (3.14)

Une implication de la base minimale a gauche est appelée une dépendance fonc-
tionnelle minimale dans le domaine des bases de données relationnelles ([65]), ou
encore une implication propre dans [80], ou elles sont utilisées dans un contexte de
fouille de données, avec des prémisses appelées générateurs minimaux du treillis.

La base faible d’implication. Introduite en 1995 [77], elle est définie a partir des
transversales minimales d'une famille de parties appelées copoints :

Yweak = {B — x : B C S et B est un ensemble bloquant pour z} (3.15)

ou un ensemble bloquant pour x € S est une transversale minimale de la famille
D, définie sur S par :

D, = {S\(C + z), C est un copoint de x} (3.16)

Un sous-ensemble C' de S est un copoint de x € S si C' est un sous-ensemble
maximal de S tel que x &€ p(C). Il a été établi que les copoints de x sont les
inf-irréductibles du treillis de fermés (F,, C). Cette définition a permit d’établir
une connexion avec les espaces de connaissance ([54]), familles de parties stables
par union et contenant ’ensemble vide.

Exemple 9 La base canonique du treillis de la figure 2.1(b) est définie sur son ensemble
de sup-irréductibles {a,b,c,d, e, f} par :

Yo={d—ef;c—a;be—acdf; acf — bde ; ace — bdf ; ab — cdef}
Sa base canonique directe est définie par :
Yew={d—ef; c—a;cf—bde; ce— bdf ;
cd—b; be—acd; f; bd— ac; be—def; ab— cdef}

Les trois dernieres définitions introduisent les prémisses de la base canonique directe
sous des terminologies différentes, tout en étant similaires : on parle d’ensemble libre
pour la base iteration-free, d’ensemble bloquant pour la base faible d’implications, de
générateur minimal pour la base des implications propres, ou encore de valuations du
graphe de dépendance. La correspondance entre un ensemble bloquant et un générateur
minimal, également établie dans [109], permet de proposer un calcul des générateurs
minimaux par une génération de transversales minimales.

La définition de la base associée a la relation de dépendance introduit quant a elle
une correspondance avec le graphe de dépendance d’un treillis (voir la définition 7). En
effet, a tout arc (7, j') du graphe de dépendance dont la valuation contient le générateur
minimal X C Jp - i.e. joxj' - correspond :
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— la regle unaire X + j' — j de la base canonique directe et

— le générateur minimal X + j" de (X + j').
Cette correspondance implique deux propriétés fortes de la base canonique directe : une
définition récursive des générateurs minimaux est reprise pour proposer un algorithme
de calcul plus efficace que dans [109, 88|, et le lien avec le graphe de dépendance d'un
treillis permet d’établir les bijections suivantes :

Bijection 5 Tout treillis est le treillis de fermés du systeme implicatif porté par le
graphe de dépendance de son treillis de fermés.

Bijection 6 Toute base canonique directe et réduite est isomorphe au systeme impli-
catif porté par le graphe de dépendance de son treillis de fermés.

Lien avec les fonctions booléennes

Une fonction booléenne f définie sur un ensemble S de variables - ou littéraux -
peut s’écrire sous forme normale disjonctive (FND) ou sous forme normale conjonctive
(FNC). Une forme normale est construite a partir des opérateurs de conjonction (et
logique), de disjonction (ou logique), ainsi que l'opérateur de négation qui ne peut que
précéder un littéral. On parle alors de littéral négatif ou positif selon qu’il est ou non
précédé de 'opérateur de négation. La FND s’exprime comme une disjonction de termes,
ou un terme est une conjonction de littéraux. A I'inverse, la FNC s’exprime comme une
conjonction de clauses, ou une clause est une disjonction de littéraux.

La simplification d’'une fonction booléenne en un nombre minimal de termes ou de
clauses - selon qu’elle soit sous FND ou sous FNC - alors appelés implicants premiers
est un probleme NP-complet. A toute fonction booléenne f on associe la famille :

Fr={XCS: f(X)=1} (3.17)

Un fonction booléenne est une fonction de Horn lorsque, sous FND, les termes qui
la composent ne contiennent qu’un seul littéral négatif, ou de fagon équivalente lorsque,
sous FNC, elle est composée de clauses ne possédant qu’un seul littéral positif. On parle
alors de termes de Horn ou de clauses de Horn.

Une autre définition moins connue d’une fonction de Horn utilise la notion de famille.
Une fonction booléenne f est une fonction de Horn lorsque sa famille F; est stable par
intersection. Il s’agit alors, lorsqu’elle est pure, d'une famille de Moore qui, munie de la
relation d’inclusion, forme un treillis.

On trouve dans [63] une correspondance entre dépendances fonctionnelles et im-
plicants premiers d’une fonction booléenne, correspondance qui s’étend ainsi a la base
canonique directe :

Bijection 7 [63, 11] Les implicants premiers d’une fonction de Horn sont en corres-
pondance bijective avec les regles de la base canonique directe.
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Plus précisément, a toute regle B = {b; ...b,} — z de la base canonique directe cor-
respond le terme implicant premier by . .. b,2" ou de fagon équivalente la clause implicant
premier b} + ...+ b, + .



Chapitre 4

Aspects algorithmiques

L’objet de ce chapitre est de fournir un panorama des différents algorithmes permet-
tant de générer et manipuler les objets issus de la théorie d’un treillis. Instanciables en
particulier par un contexte et un systeme implicatif, les systemes de fermeture sont ici
manipulés de fagon générique pour une approche algorithmique commune (section 4.1).
Des problemes difficiles de génération sont ainsi abordés (c’est pourquoi quelques élé-
ments de complexité sont définis en préalable dans la section 4.2) : génération des
éléments irréductibles a partir d’un treillis ou d’un systéme de fermeture (section 4.3);
génération du treillis de fermés d’un systéme de fermeture (section 4.4) ; génération de
la base canonique d’un treillis ou d’un systeme de fermeture (section 4.5); génération
de la base canonique directe d'un treillis ou d'un systeme de fermeture (section 4.6).
Enfin, nous présentons dans la section 4.7 la bibliotheque lattice qui implémente ces
algorithmes pour une manipulation efficace dans un contexte pédagogique ou applicatif
expérimental.

4.1 Systeme de fermeture

La notion de systeme de fermeture (S, ¢) (voir définition 9), ou tout au moins
celle d’opérateur de fermeture ¢, est une notion que l'on retrouve dans de nombreux
domaines, sous des formes de représentations différentes. Deux usages classiques d’un
systeme de fermeture ont été introduits dans la section 3 pour un contexte ou pour
un systeme de regles d’implication. Bien qu’il existe des algorithmes efficaces pour ces
deux structures, la donnée de l'opérateur ¢ et de I’ensemble S sur lequel il s’applique
est suffisante pour une approche algorithmique plus générique et tout aussi efficace
pour manipuler un systeme de fermeture quelconque : la génération des irréductibles,
de I’ensemble des fermés ou encore a celle des deux bases canoniques peuvent ainsi étre
abordée de facon générique.

On définit a partir d’un contexte (O, I, (o, 8)) les deux systemes de fermeture (O, (co
B)) et (I, (5 o)) - le premier défini sur I’ensemble des objets, le second sur ’ensemble
des attributs. La fermeture (oo 3)(X), avec X C O, ou encore la fermeture (50 a)(X)
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pour X C [ se calcule en O(|O| x |I|) par un simple parcours de la table selon « et
selon 3.

Un systeme implicatif n’engendre quant & lui qu’'un seul systeme de fermeture (¢, S)
(cf Equation 3.7). En revanche, on trouve dans la littérature plusieurs algorithmes de
génération d’une fermeture engendrée par un systeme implicatif. L’algorithme Linclo-
sure proposé dans [103] par Mannila et Riihd génere une fermeture p(X) en O(|S|?|X])
en parcourant itérativement l’ensemble des regles d’implication afin d’enrichir la fer-
meture, et ce jusqu’a ce qu’aucun nouvel élément ne lui soit ajouté (cf Algorithme 1).
L’algorithme de Wild [116] (cf Algorithme 2) permet de limiter le nombre d’itérations
nécessaires pour générer la fermeture de X en O(|S||X]) en utilisant une structure de
données plus sophistiquée qui permet d’accéder, pour tout élément x;n.S, a la liste des
implications contenant = dans leurs prémisses.

Le temps de calcul dépend a la fois du nombre d’itérations nécessaires - borné par | S|
dans le pire les cas - mais aussi du nombre de regles |X|. Une transformation préalable
de X en sa base canonique - base de cardinalité minimale - permet ainsi de minimaliser
le nombre de regles (cf section 4.5).

Cependant, 'utilisation d’une base directe permet de minimaliser le nombre d’itéra-
tions car une seule itération est suffisante pour calculer chaque fermé. Nous exploitons
cette propriété dans [16] en utilisant une base directe, et plus précisément la base ca-
nonique directe - base minimale parmi les bases directes - pour proposer la calcul de la
fermeture de X en O(|X||X| 4 [S|). Notons cependant que la taille de la base canonique
directe est beaucoup plus grande, voire exponentielle dans le pire des cas, en celle de la
base canonique.

Nom : fermeture
Données : Un systeme implicatif > défini sur 5

Un sous-ensemble X de S
Résultat : La fermeture ¢(X)

début
Res = X ; Prec = {);
while Prec # Res do
Prec = Res;
foreach A — B € ¥ do
‘ si A C Res alors ajouter B dans Res;

end
end

fin

Algorithme 1: Calcul d’une fermeture dans un systeme implicatif

En conclusion, le cotit ¢, de génération de la fermeture de X C .S dépend avant tout
du systeme de fermeture :
— pour un contexte (O, I, (a, B)) : ¢, = O(|O| x |I]);
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Nom : fermetureAvecCompteur
Données : Un systeme implicatif > défini sur S;

Un sous-ensemble X de S
Résultat : La fermeture ¢(X)

début
foreach =z € S do
construire la liste L, des implications contenant x dans la prémisse
end
Res = X;
foreach A — B € ¥ do
‘ initialiser le compteur cpt de A — B a |A]
end
foreach = € Res non marqué do
foreach A - B e L, do
décrémenter le compteur cpt de A — B
end
si cpt = 0 alors ajouter B dans Res;
marquer x

end
retourner Res;

fin

Algorithme 2: Calcul d’une fermeture dans un systeme implicatif a ’aide d’un compteur
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— pour un systeme d’implication ¥ sur S non direct : ¢, = O(|S||Z]);
— pour un systeme d’implication ¥ sur S direct : ¢, = O(|X||X] + [5]).

4.2 Problemes de génération et complexité

La famille F du treillis de fermés, ou encore la base canonique directe Y., toutes
deux définies pour un systeme de fermeture (.S, ¢), ont une taille au pire exponentielle
en la cardinalité de S. En effet, pour un systeme implicatif minimal - i.e. sans regles -
le treillis de fermés est composé des 2/°! parties de S. A I'inverse, les bases canoniques
d’un treillis minimal composé d'un ensemble S d’irréductibles incomparables entre eux
et tous reliés a I’élément minimal et a I’élément maximal sont exponentielles en la
cardinalité de S. Ainsi, les deux bases canoniques d’un treillis - la directe et la non
directe - ont également une cardinalité dans le pire des cas exponentielle en la taille du
treillis.

Ces problemes de génération appartiennent a la classe des problemes définis par une
entrée de taille n, et un résultat de taille N bornée par 2". Une analyse classique de
complexité au "pire des cas” ne peut qu’aboutir a des problemes NP-difficiles en temps et
en espace, alors méme que la récente montée en puissance des ordinateurs rend possible
le développement d’applications traitant de données ainsi générées.

C’est pourquoi une analyse dirigée a la fois par 'entrée et la sortie ([100]) apparait
plus pertinente de par 'estimation plus fine qu’elle propose. L’idée est de considérer
le temps nécessaire a la génération d'un seul élément de la sortie. Deux techniques
d’analyse sont proposées :

L’analyse amortie extrait le cout amorti - ou coit moyen - ¢ de génération d'un
élément a partir de la complexité classique O(c¢N) ou N est la taille de la sortie.
On parlera ainsi de complexité amortie polynomiale lorsque ¢ est borné par un
polynome.

L’analyse incrémentale considere quant a elle la liste ordonnée des éléments géné-
rés en sortie et cherche a calculer précisément le temps écoulé entre la génération
de deux éléments consécutifs appelé codut incrémental. Un algorithme incrémen-
tal polynomial est alors un algorithme avec un cott incrémental borné par un
polynome.

En ce qui concerne la complexité en espace, la nécessité de stocker ou non la sortie
est un indicateur pertinent qui permet de faire la distinction entre plusieurs types de
problemes de génération. Un algorithme de dénombrement consiste a compter le nombre
d’éléments de la sortie; un algorithme de génération génere explicitement le résultat,
mais ne le stocke pas nécessairement ; un algorithme de construction génere et stocke le
résultat.

Dans le domaine de la théorie des treillis, la majorité des problemes de génération
abordés sont des problemes difficiles a sortie exponentielle :
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Génération des irréductibles :
— Entrée: treillis, contexte ou systéme de fermeture quelconque. Pro-
bleme polynomial.

Génération du treillis de fermés :
— Entrée: systéme de fermeture quelconque. Probleme incrémental polyno-
mial.

Génération de la base canonique :
— Entrée: treillis. Probleme polynomial.
— Entrée: systéme implicatif. Probleme polynomial.
— Entrée: systéme de fermeture quelconque. Probleme ouvert. Bien que la,
la NP-difficulté n’ait pas été démontrée, il n’existe pas a ’heure actuelle d’al-
gorithme polynomial de génération d’une implication.

Génération de la base canonique directe : Probleme équivalent a la génération du
graphe de dépendance ou encore des générateurs minimaux.
— Entrée: treillis. Probleme polynomial amorti.
— Entrée: systéme de fermeture ou systéme implicatif. Probleme ouvert.
Bien que la la NP-difficulté n’ait pas été démontrée, il n’existe pas a I’heure ac-
tuelle d’algorithme polynomial de génération d’une implication.

4.3 Génération des éléments irréductibles

La génération des éléments irréductibles est un probleme qui differe selon 1'entrée
considérée a savoir un treillis, un contexte, ou de facon générique un systeme de ferme-
ture.

Les éléments irréductibles d’un treillis en entrée s’organisent classiquement sous
forme de sa table, et leur génération revient a calculer la table du treillis. Lorsque
I’entrée est un contexte, les éléments irréductibles correspondent a certains objets et
attributs du contexte : un attribut (resp. un objet) est dit sup-irréductible (resp. inf-
irréductible) si sa fermeture selon o a (resp. a o ) est un sup-irréductible (resp.
inf-irréductible) qui ne contient pas d’autres attributs (resp. objets) avec la méme fer-
meture. Un contexte qui ne contient que des objets et attributs irréductibles est un
contexte réduit, et la génération des éléments irréductibles d’un contexte revient a en
calculer la réduction. Les éléments irréductibles d’un contexte se caractérisent par ses
opérateurs de fermeture. C’est pourquoi leur génération s’envisage de facon générique
pour un systeme de fermeture quelconque, défini sur un ensemble S qu’il s’agit de
réduire a ses seuls éléments irréductibles.

Pour un contexte comme pour un systéeme de fermeture, c¢’est grace aux propriétés
d’un opérateur de fermeture que la génération des irréductibles est rendue possible, sans
avoir a calculer I’ensemble des fermés du treillis dont le nombre est exponentiel dans le
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pire des cas. C’est pourquoi le probléeme de génération des irréductibles est un probleme
polynomial a sortie polynomiale, quelque soit ’entrée considérée.

Génération des irréductibles : probleme polynomial.
— Entrée: treillis.
— Sortie: table du treillis.

Un treillis (S, <) est un graphe particulier dont le codage classique par liste de
successeurs semble le plus approprié. Alors que la définition des irréductibles comme
les éléments qui ne sont borne supérieure ou inférieure d’aucune partie ne les contenant
pas (voir la définition 3) induit une génération d’'un nombre exponentiel de parties,
leur caractérisation par l'existence d’un unique prédécesseur ou successeur immédiat
selon < permet de les calculer en temps linéaire a partir du diagramme de Hasse.
Les irréductibles d’un treillis s’organisent ensuite classiquement sous forme d’une table
binaire. Par conséquent, le probleme de génération des irréductibles d'un treillis se
ramene a un calcul de sa réduction transitive, suivi du calcul de sa table.

L’algorithme de Goralcikova-Koubeck [94] est un standard de la littérature pour
calculer a la fois la fermeture et la réduction transitive d’'un graphe orienté sans cycle
et en particulier d'un ordre ou d’'un treillis. Cet algorithme exploite 'existence d’un tri
topologique dans un graphe sans cycle, évitant ainsi de traiter récursivement tous les
triplets de S® afin d’établir ou de supprimer la transitivité. La complexité en est par
conséquent améliorée :

Complexité 1 L’algorithme de Goralcikova-Koubeck [94] (cf Algorithme 3) calcule la
réduction transitive d’un ordre (S, <) en O(|S|| < |+ |S]] < |)-

La génération de la table binaire d’un treillis calcule tout d’abord I’ensemble J,
de ses sup-irréductibles et I'ensemble M} de ses inf-irréductibles. Il s’agit ensuite de
déterminer, pour chaque paire (j,m) € Jp x My, si j < m ou j £ m par un simple
parcours du treillis. Le calcul des relations fleches qui composent la table complete est
un traitement similaire des irréductibles qui ne sont pas en relation selon < et qui fait
intervenir I'unique prédécesseur immédiat de chaque sup-irréductible, ainsi que I'unique
successeur immédiat de chaque inf-irréductible. D’ot1 une complexité polynomiale :

Complexité 2 L’algorithme 4 calcule la table (binaire) d’un treillis (S, <) en O(|JL| x
[ Mp| < |S]).

Génération des irréductibles : Probleme polynomial simple.
— Entrée: contexte.
— Sortie: contexte réduit aux sup et inf-irréductibles.

La génération des irréductibles d'un contexte consiste a en calculer sa réduction. L’al-
gorithme de réduction décrit dans [82] réduit ainsi un contexte en O(|O?|I|+ |1|*|0])).
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Nom : réductionTransitive

Données : Un graphe sans cycle G = (5, <).

Résultat : La réduction transitive (5, <) de G.

début

foreach = € S do marquer z;

soit T un tri topologique de G;

foreach = € S do

soit tmp une copie de succ(x);

while S non vide do

soit y le plus petit élément de tmp selon T

if y non marqué then ajouter l'arc (x,y) dans <;

foreach z € succ(y) tel que z n’est pas marqué do
ajouter l'arc (x, z) dans <; marquer z; ajouter z dans tmp

end

supprimer y de tmp

end

foreach y € succ(x) do marquer y a faux
end

fin
Algorithme 3: Réduction transitive d’'un graphe sans cycles [94]

La réduction doit s’appliquer a la fois sur les objets - via 'opérateur de fermeture oo 3
- et sur les attributs - via 'opérateur de fermeture § o a. De fagon plus générique, il
s’agit de générer les sup-irréductibles d'un systeme de fermeture quelconque.

Génération des irréductibles : Probleme polynomial simple.
— Entrée: systéme de fermeture.

— Sortie: systéme de fermeture réduit aux sup-irréductibles.

Les éléments irréductibles d'un systeme de fermeture quelconque sont les éléments
dont la fermeture est un sup-irréductible dans le treillis de fermés (voir la définition 10).
Un systeme de fermeture (.S, ¢) est dit réduit lorsque 1’ensemble S sur lequel il est défini
ne contient que des sup-irréductibles. La génération des irréductibles revient donc a
réduire le systeme de fermeture.

Nous proposons un algorithme générique de génération des irréductibles d’un sys-
teme de fermeture. Cet algorithme s’applique aussi bien a un systéme de fermeture
décrivant un contexte, qu’a un systeme de fermeture décrivant un systeme implicatif,
avec la complexité suivante :

Complexité 3 L’algorithme 5 réduit un systéme de fermeture quelconque (S, @) en

O(c,|S|+ S| log S).
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Nom : tableTreillis
Données : Un treillis L = (5, <) et son diagramme de Hasse <

Résultat : La table T du treillis L
début

soit J l'ensemble des sup-irréductibles (un seul arc entrant) ;
soit M l'ensemble des inf-irréductibles (un seul arc sortant) ;
initialiser une table T" avec J en lignes et M en colonnes;
foreach (j,m) € J x M do

si 7 < m alors T|m, j| = X;

else

soit 77 l'unique prédécesseur de j selon <;

soit m™ 'unique successeur de m selon <;

sij <m" et j- <m alors T[m,j] =J;

sij<m' etj” £malorsT

[m j] _T7
sij & m* et 57— < m alors T[m,j] =;
sij £m?* et j= £ m alors Tm,j] = o;

end
end

retourner T

fin
Algorithme 4: Génération de la table d’'un treillis
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Rappelons qu’un systéme de fermeture non réduit contient des éléments réductibles,
un élément x € S étant réductible lorsque p(x) n’est pas un sup-irréductible, i.e. lors-
qu’il est la borne supérieure d’un ensemble d’éléments ne le contenant pas (voir I'équa-
tion 2.21 de la section 2.3). La réduction consiste alors a déterminer, pour chaque
élément x € S s’il existe un ensemble E, C S d’éléments équivalents tel que © & E, et
o(x) = o(E,) = VE,. Lorsque c’est le cas, = est alors réductible, et peut étre remplacé
par E, dans le systeme de fermeture.

Alors qu’une application directe de la définition de E, induit un cotit exponentiel de
détection d’un réductible, l'utilisation de la relation de précédence permet une réduction
polynomiale (cf algorithme 5). Elle met en relation deuz éléments x et y de S lorsque
o(x) C @(y). Elle correspond ainsi au sous-ordre induit par ses sup-irréductibles lorsque
le systéeme de fermeture est réduit, alors qu’elle peut contenir des cycles si le systéme
de fermeture n’est pas réduit. Nous proposons un algorithme générique de réduction en
deux étapes :

Etape 1. [l s’agit tout d’abord de remplacer chaque composante fortement connexe
X C S du graphe de précédence par un unique élément représentatif y € X. En
effet, les éléments d’une méme composante connexe sont des éléments de méme
fermeture qui, clairement, ne vérifient par l’équation 2.21, et sont donc réduc-
tibles. Cependant, une fois que tous les éléments de X sauf y sont supprimés du
systeme de fermeture, alors l’élément restant y doit étre conservé car l’ensemble
X \ y dont il était équivalent a été supprimé. On peut observer que le graphe de
précédence du systeme de fermeture ainsi modifié est alors acyclique, possédant
la propriété d’un ordre.

Etape 2. Une fois les composantes fortement connexes traitées, il s’agit de tester, pour
chaque élément x € S, si p(x) = p(E;) = VE,, avec E, prédécesseurs immédiats
de x dans le graphe de précédence. En cas d’égalité, x est réductible, et la réduc-
tion consiste alors a le remplacer par les éléments de E, qui lui sont équivalents.
On peut remarquer qu’un élément x possédant un seul prédécesseur immédiat y
ne peut étre réductible, car x et y seraient alors équivalents, appartenant ainsi a
une méme composante connexe déja traitée a l’étape 1. Les seuls éléments pouvant
étre réductibles sont donc des éléments possédant soit aucun, soit plusieurs pré-
décesseurs immeédiats. Un élément x sans prédécesseurs immédiats est réductible
si o(x) = (D) = L, la réduction consistant alors a le supprimer.



CHAPITRE 4. ASPECTS ALGORITHMIQUES o8

Name : réductionSystémeFermeture

Data : un systeme de fermeture (S, )

Result : 'ensemble X C S des éléments réductibles, et ’ensemble E, des éléments
équivalents pour chaque x € X

début

Res = ();

Initialiser un graphe GG avec S comme ensemble des noeuds;

foreach (z,y) € S x S do

| if ¢(z) C ¢(y) then ajouter 'arc (z,y) dans G;

Calculer I'ensemble C'F'C' des composantes fortement connexes de G;
foreach C' € CFC do
Choisir un représentant y € C;
foreach = € C' tel que r # y do
ajouter x dans Res avec E, = {y};
L supprimer x du graphe G;

foreach = € G do
Soit P ’ensemble des prédécesseurs immédiats de x dans le graphe G}
if |P|#1 et p(x) = p(P) then

| ajouter x dans Res avec E, = P

| retourner Res;

fin

Algorithme 5: Réduction d’un systeme de fermeture a ses sup-irréductibles

4.4 Génération du treillis de fermés

Les algorithmes de génération du treillis des concepts d’'un contexte, ou encore du
treillis des fermés d'un systeme implicatif, reposent sur les propriétés de l'opérateur
de fermeture. C’est pourquoi nous abordons ce probleme sous sa forme générique, a
savoir la génération du treillis des fermés d'un systéme de fermeture quelconque (.S, ¢).
Il s’agit d'un probleme de génération a sortie exponentielle, la taille du treillis pouvant
étre exponentielle.

Un grand nombre d’algorithmes de génération d’un treillis ont été proposés dans
la littérature avec différentes stratégies. Le premier algorithme, qui date de 1969, [87],
calcule tous les concepts d’un contexte par extraction de ses sous-matrices premieres.
L’algorithme NextClosure de Ganter, algorithme de référence proposé en 1984 [91], cal-
cule I'ensemble des fermés selon un ordre lectique, alors que celui de Bordat [86] est le
premier algorithme qui génere directement le diagramme de Hasse du treillis de fermés.
On trouve ensuite un grand nombre d’algorithmes dans la littérature, certains incré-
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mentaux [105, 92]. Dans de récents travaux, Gély [93] propose un algorithme générique
dans un méme contexte unifié pour les problemes de génération de treillis.

Tous ces algorithmes génerent un élément du treillis en temps incrémental polyno-
mial. La meilleure complexité théorique est due a Nourine and Raynaud in [107] avec
une complexité en espace exponentielle car I’ensemble des fermés est conservé dans uns
structure d’arbre. Dans une étude comparative a la fois théorique et expérimentale [98]
il apparait que les temps de calcul varient beaucoup a la fois selon les données et les
algorithmes. Une étude comparative sur I'impact de la structure de données utilisée -
tableau de bits, liste chainée triée, arbre binaire de recherche, table de hachage - aboutit
au méme résultat [97].

Nous décrivons ici 'algorithme NextClosure [91] (cf algorithme 6), et 1'algorithme
de Bordat [86] (cf algorithme 7), algorithmes fondateurs de génération d’un treillis de
fermés qui illustrent les deux principales stratégies de génération : génération de la
famille de fermés, ou bien du diagramme de Hasse du treillis des fermés.

Génération du treillis de fermés : Probleme incrémental polynomial
— Entrée: systéme de fermeture.
— Sortie: famille - ou diagramme de Hasse du treillis - des fermés du
systéme de fermeture.

L’algorithme NextClosure proposé par Ganter [91] (cf Algorithme 6) calcule le sui-
vant d’un fermé selon I'ordre lectique défini sur les fermés. La génération de I’ensemble
des fermés consiste alors a calculer le suivant de chaque fermé, a partir du fermé ¢(().
Le treillis, ou son diagramme de Hasse, s’obtient ensuite en ordonnant les concepts par
inclusion.

L’ordre lectique se définit pour un ensemble S = xq,...x, d’éléments indicés. Un
fermé A est inférieur lectiquement a un fermé B si I’élément de plus petit indice 7 qui
distingue A et B appartient a B, on note alors A <; B :

A <; Bssidr; € B\ Atel que Ali = Bli (4.1)

avec Ali = AN{xy,xq,...2;_1}, restriction de A aux (i — 1) premiers éléments de S.
Par exemple, pour S = {a,b,c}, on aura ac <; be, ab <3 ac et ab <3 abe. Clairement,
I'ordre lectique définit un ordre total sur les parties de S et étend 'ordre d’inclusion -
i.e. si A C B alors il existe i < n tel que A <; B.

La complexité en temps de ’algorithme NextClosure s’exprime en fonction du cout
¢, de génération d’une fermeture, cotit qui dépend avant tout du systeme de fermeture :

Complexité 4 [91] L’algorithme NextClosure (algorithme 6) calcule l’ensemble des
fermés d’un systéme de fermeture en O(|S|c,) par fermé, avec une complexité polyno-
miale en espace - tous les fermés n’ont pas a étre stockés.

Pour un contexte (O, I, («, 3)) la complexité de NextClosure est en O(|O|*|I]) ou
en O(|I|*|O]) par fermé selon que I'on considere le systéme de fermeture défini sur
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I’ensemble des attributs I, ou ’ensemble des objets O. Pour un systeme d’implication
¥ quelconque, elle est en O(|S|?|X]) par fermé.

Nom : nextClosure
Données : Un systeme de fermeture (S, ¢); un fermé F’
Résultat : Le suivant de F selon l'ordre lectique
début
K = S\ F trié par ordre décroissant des indices des éléments de S;
foreach z; € K do
A = @(Fli + x;);
si F' <; A alors retourner A

end
fin

Algorithme 6: Génération du suivant d’'un fermé selon I'ordre lectique

L’algorithme de Bordat [86] a pour principale caractéristique de calculer directement
le diagramme de Hasse du treillis. Introduit dans le cas particulier ou le systéeme de
fermeture est un contexte (O, I, («, 8)), cet algorithme génere récursivement a partir
du concept minimal les successeurs immédiats d'un concept dans le diagramme de Hasse.
L’algorithme de Bordat s’étend facilement a un systeme de fermeture quelconque, les
sucesseurs immédiats d’un fermé sont alors générés récursivement a partir du fermé
minimal ¢(0) (cf Algorithme 7).

Il est ici important de noter qu'un fermé peut étre généré plusieurs fois. En effet, un
test d’existence de chaque fermé généré est nécessaire avant de relancer récursivement
le calcul de ses successeurs immédiats. A 'inverse, I’algorithme NextClosure ne génere
qu'une seule fois chaque fermé. En revanche, la structure du diagramme de Hasse du
treillis est obtenue directement par I'algorithme de Bordat, ce qui n’est pas le cas avec
I’algorithme NextClosure.

Dans sa forme initiale, I’algorithme de Bordat calcule les successeurs immédiats d'un
concept (A, B) sur la base du théoreme de Bordat [86] qui établit qu’ils sont en bijection
avec les sous-ensembles maximaux par inclusion de la famille F4 définie sur ’ensemble
des objets par :

Fa={Bx)NA:zel\B} (4.2)

Pour un systeme de fermeture quelconque, il s’agit de calculer les successeurs im-
médiats d’un fermé. Une extension du théoréme de Bordat, que nous avons décrite
dans [8], établit que les successeurs immédiats d’un fermé sont en bijection avec les
sous-ensembles minimauz par inclusion de la famille Fr définie sur S\ F par :

Fr={p(F+z): xS\ F} (4.3)

Les successeurs immédiats d’un fermé F sont ainsi calculés en deux temps : la
famille Fr est tout d’abord générée en O(|S|c,), avec c, cout de génération d’une
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fermeture puis ses sous-ensembles minimauz par inclusion sont générés en O(|S|?).
L’algorithme 8 en présente une implémentation qui utilise le graphe d’inclusion des
parties de Fr. L’utilisation de structures de données sophistiquées permet de résoudre
le probléme des sous-ensembles minimauz par inclusion en O(|S|*°). La complexité en
espace est quant a elle exponentielle car 'ensemble des fermés doit étre stocké.

Complexité 5 [86] L’extension de ’algorithme de Bordat (Algorithme 7) calcule l'en-
25)

semble des fermés d'un systéme de fermeture en O(|S|c, + |S|*°) par fermé, avec une

complexité exponentielle en espace.

Lorsque le systéme de fermeture est un contexte, on retrouve la complexité en O(|I)?|0))
par fermé de l’algorithme de Bordat. Pour mieux comprendre [’extension du théoreme
de Bordat, considérons le systeme de fermeture défini sur l’ensemble des attributs I
d’un contexte (O, 1, (a, B)) par Uopérateur de fermeture ¢ = B o «. Dans le treillis de
fermés associé, chaque fermé correspond a la partie B d’un concept (A, B). Pour deux
attributs x et ' de B, on a alors l’équivalence suivante sur laquelle repose [’extension
du théoreme de Bordat :

Bx)NACB)NA < p(x+ B) 2 ¢(z' + B) (4.4)

En effet, si f(x) N A = p(2') N A, alors x et =’ appartiennent au méme concept
successeur de (A, B). Ce qui signifie que p(z+B) = ¢(2'+B). Dans le cas contraire, seul
le plus grand par inclusion des deux ensembles (x)NA et B(z")NA est susceptible d’étre
successeur immédiat de (A, B). Ce qui revient a considérer le plus petit par inclusion
des deux ensembles ¢(x + B) et p(a' + B).

Les propriétés des treillis manipulés sont importantes pour identifier I’algorithmique
adaptée. En effet, pour certains types de treillis il existe des algorithmes plus efficaces
que dans le cas général. C’est en particulier le cas des treillis distributifs, pour lesquels
I'algorithme de génération le plus efficace [95] exploite les propriétés de duplication :
le treillis distributif est généré par duplications successives d’intervalles particuliers, ce
qui améliore grandement la complexité.

La relation de couverture générée par l'algorithme de Bordat offre I'avantage de
permettre un mécanisme de génération a la demande d’un treillis pour ne générer que
la portion du treillis nécessaire a une tache donnée. Une telle extension est pertinente
lorsque le treillis est utilisé comme un espace de recherche qu’il s’agit de parcourir
selon son diagramme de Hasse. Nous avons proposé une méthode de classification par
navigation dans un treillis qui propose ce mécanisme de génération a la demande, d’ou
un gain considérable en temps de calcul. Le treillis est ainsi parcouru a la demande
par navigation a partir de I’élément minimal, et ce jusqu’a ce qu’un inf-irréductible soit
atteint. Cette méthode, utilisée dans un contexte de reconnaissance de symboles, est
décrite dans la section 6.3.1 de la partie .

De fagon plus générale, on trouve dans [55] un mécanisme de recherche d’information
a la fois par requéte et par navigation : a chaque requéte de 'utilisateur correspond un
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Name : Bordat
Données : Un systeme de fermeture C' = (5, ¢)
Résultat : Le diagramme de Hasse (F, <) du treillis de fermés de C
début
F={e®)};
foreach F' € F non encore marqué do
succ=successeursImmédiats (C, F);
foreach X € succ do
F'=F+X;
if ' ¢ F then ajouter F’ dans F;
ajouter 'arc F' < F’
end
marquer F

end
retourner (F, <)

fin

Algorithme 7: Génération du diagramme de Hasse du treillis de fermés d’'un systeme de
fermeture

Nom : successeursImmédiats
Data : Un systéeme de fermeture (S, ¢); un fermé F' de son treillis de fermés
Result : Les successeurs de F' dans le diagramme de Hasse du treillis de fermés
début
initialiser la famille Fr a vide;
foreach z € S\ F' do
‘ ajouter p(z) dans Fp
end
initialiser un graphe G avec pour noeuds les parties de Fr;
foreach parties distinctes X et Y de Fr do
‘ if X CY then ajouter dans G l'arc (X,Y)
end
retourner 1’ensemble des éléments minimaux de G’;

fin

Algorithme 8: Calcul des successeurs immédiats d’un fermé
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fermé dont les successeurs et prédécesseurs lui sont soumis pour qu’il puisse affiner son
choix.

Enfin, nous présentons l’algorithme 10 qui est une version non récursive de l’algo-
rithme de Bordat. Cette version non récursive en permet une exploitation pour générer
un treillis a l'aide de plusieurs processeurs. Nous avons mené des expérimentations en
ce sens, et obtenu de bons résultats (cf section 6.4.2 de la partie 1), résultats qui s’ex-
pliquent en partie par l'utilisation d’un ensemble partagé par tous les processeurs pour
stocker les arcs du treillis, et non les noeuds, au fur et a mesure de leur génération.

Nom : BordatItératif Données : Un systeme de fermeture C' = (S, ¢)
Résultat : Le diagramme de hasse du treillis de fermés de C
début
initialiser I'ensemble S des noeuds & traiter avec ¢(();
initialiser I'ensemble R des noeuds calculés a vide;
initialiser I'’ensemble E des arcs du treillis a vide;
foreach n € S do
succ = successeursImmédiats(n);
foreach n’ € succ do

‘ si n’ ¢ R alors ajouter n’ dans R et dans S;
end
supprimer n de S, 'ajouter dans R;
ajouter l'arc (n,n’) dans E;

end
retourner (S, F);

fin

Algorithme 10: Version itérative de la génération du diagramme de Hasse du treillis de
fermés d’un systeme de fermeture

Nous avons proposé différentes extensions de l'algorithme de Bordat [8]. Nous avons
également proposé dans [10] une génération incrémentale de la famille des fermés d’un
systeme implicatif X sur la base de la propriété suivante :

F={p} U {p(x)|z €5} U {e(FUR)|F,F; € F)

4.5 Génération de la base canonique

Bien que la base canonique soit de taille inférieure a la base canonique directe, elle
peut étre exponentielle en la taille de I’ensemble S qui définit un systeme de fermeture.
C’est pourquoi sa génération appartient alors a la classe des problemes a sortie expo-
nentielle. Cependant, lorsque 'entrée est un treillis, ou un systeme implicatif, alors la
base canonique est polynomiale en la taille de ’entrée, et s’obtient en temps polynomial.
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Génération de la base canonique : Probleme polynomial
— Entrée: systéme implicatif.
— Sortie: base canonique du systéme implicatif.

La taille de la base canonique ¥ d’un systeme implicatif ¥ est par définition infé-
rieure a celle de X. Les prémisses de ses regles sont définies comme les pseudo-fermés
du treillis de fermés. Sa génération découle de la propriété suivante qui caractérise
un pseudo-fermé P comme étant égal a sa fermeture apres suppression de la regle
P — o(P)\P [115] :

P = os.\ PPy (P) (4.5)
Cette caractérisation induit une génération de ¥4 en trois étapes :

1. Transformer ¥ en un SI maximal a droite : il s’agit de remplacer la conclusion de
chaque regle X — Y de ¥ par p(X) \ X.

2. Transformer ¥ en un SI minimum : il s’agit de vérifier si la suppression de chaque
regle X — Y de ¥ modifie ou non la fermeture de X. Lorsque c’est le cas, la regle
peut étre supprimée.

3. Générer les pseudo-fermés en remplagant la prémisse de chaque regle X — Y de
¥ par la fermeture de X dans ¥’ = 3\{X — Y}.

Complexité 6 L’algorithme 11 calcule la base canonique d’un SI X défini sur S en
O(IZP[S]%).

Nom : baseCanonique

Données : un SI X
Résultat : la base canonique équivalente a X

début
//transformation maximale a droite;
foreach X — Y € ¥ do

| remplacer X — Y par X — ¢(X)\ X

//transformation minimum;
foreach X - Y € X do
Y=¥\{X-Y}
if 3 (X) = px(X) then
| supprimer X — Y de X

//génération pseudo-fermés;

foreach régle X — Y € ¥ do
=2\ {X = Y}

L remplacer X — Y par oy (X) - Y

retourner X

fin

Algorithme 11: Géneration de la base canonique d'un SI
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Génération de la base canonique : Probleme polynomial
— Entrée: treillis.
— Sortie: base canonique du treillis.

La base canonique d’un treillis est de taille polynomiale en celle du treillis. L’algo-
rithme de Shock [112], introduit dans le domaine des bases de données, en propose une
génération en deux étapes :

1. Produire le SI ¥ pour un treillis L = (X, <), polynomial en la taille du treillis
qui se définit & partir du treillis de fermés (J,, C),cx isomorphe a L par :

Y, = {A—= J,\A: A€ succ(z) pour x € X et (4.6)
dy € X tq A C J, et J, minimal pour cette propriété}  (4.7)

avec, pour r € X :
succ(x) =U{J, +j :jeJ, etVye X, J,+j5#J,} (4.8)

2. Appliquer 'algorithme baseCanonique pour générer la base canonique de 3.
Le SI ¥, ainsi défini est représentatif du treillis [112]. Par ailleurs, il est de taille

polynomiale en celle du treillis, bornée par | X| * |Jg|.

Complexité 7 [112] L’algorithme de Shock (algorithme 12) calcule la base canonique
d'un treillis L = (X, <) en O(|X|* x |JL|)?).
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Nom : baseCanonique
Données : un treillis L = (X, <)
Résultat : la base canonique du treillis
début
//production d’un SI ¥, pour le treillis;
calculer I'ensemble J;, des sup-irréductibles ;
initialiser la famille F a vide;
initialiser le SI ¥, a vide;
foreach z € X do

calculer J,;
| ajouter J, dans F;
foreach z € X do
foreach j € J;, do

soit P = J, + j;

if P ¢ F then

soit F' € F minimal tel que P C F;
L ajouter P — F\P dans ¥,

// retourner la base canonique de X
retourner baseCanonique(Xy)

fin

Algorithme 12: Géneration de la base canonique d’un treillis

Génération de la base canonique : Probleme ouvert
— Entrée: systéme de fermeture.
— Sortie: base canonique du systéme de fermeture.

La taille de la base canonique d’un systeme de fermeture quelconque peut-étre ex-
ponentielle [99]. Le probleme de sa génération est un probleme ouvert, ce qui signifie
qu’il n’existe pas a I’heure actuelle d’algorithme de génération polynomiale d’une im-
plication a partir d’un systeme de fermeture quelconque, et en particulier a partir d'un
contexte. Cependant, il a récemment été montré des résultats de co-NP-complétude sur
la reconnaissance des pseudos-fermés [85], ce qui est mauvais signe pour espérer une
génération polynomiale par implication.

La stratégie usuelle de génération de la base canonique d’'un systeme de fermeture
passe par une génération préalable du treillis de fermés a partir duquel la base canonique
se génere en temps polynomial en la taille du treillis.

Dans [108] est proposé un algorithme de construction incrémentale de la base cano-
nique a partir d'un contexte par ajout incrémental d’attributs.
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4.6 Génération de la base canonique directe

La génération de la base canonique directe est un probleme qui differe selon ’entrée
considérée, cette génération pouvant s’envisager a partir du treillis lui-méme, mais éga-
lement a partir d’un systeme de fermeture quelconque. Bien que les algorithmes les plus
utilisés pour générer la base canonique directe a partir d'un treillis sont de complexité
exponentielle amortie, il existe cependant des algorithmes polynomiaux amortis. En re-
vanche, il s’agit d’'un probleme ouvert lorsque I'entrée est un systeme de fermeture. Bien
que la NP-difficulté n’ait pas été démontrée, il n’existe pas a I'heure actuelle d’algo-
rithme polynomial de génération d'une implication. C’est pourquoi la stratégie la plus
commune consiste a passer par la génération du treillis de fermés avant d’en extraire sa
base canonique directe, d’ou un cout exponentiel. Il existe des algorithmes spécifiques
dans le cas particulier ou le systeme de fermeture est associé a un systeme implicatif,
avec toujours une complexité exponentielle amortie.

Les différentes propriétés de la base canonique directe que nous avons identifiées
dans la section 3.2.2, et en particulier celles issues de I'équivalence entre cing bases
décrites sous des formes différentes, font apparaitre que le probleme de génération de
la base canonique directe est équivalent & la génération du graphe de dépendance (voir
Définition 7) et des générateurs minimaux des éléments du treillis de fermés. En effet,
la base canonique directe est composée des régles d’implication X + j' — j définies
sur l’ensemble des sup-irréductibles J;, du treillis, ou (j,j’) est un arc du graphe de
dépendance valué par X C Jy. Les prémisses des regles sont les générateurs minimaux
du treillis.

Génération de la base canonique directe : Probleme polynomial amorti.
— Entrée: treillis.
— Sortie: base canonique directe du treillis (ou son graphe de dépen-
dance) .

Le nombre de générateurs minimaux du treillis est exponentiel dans le pire des cas
en la taille du treillis. Par conséquent, il en est de méme pour la taille de la base
canonique directe et du graphe de dépendance. Une analyse dirigée par la sortie est
donc plus appropriée, qui considere la complexité de génération d'une X g-implication,
d’un générateur minimal ou encore d’une valuation du graphe de dépendance. Alors
que les algorithmes les plus utilisés sont des algorithmes incrémentaux exponentiels, il
existe cependant des algorithmes incrémentaux polynomiaux.

La définition des générateurs minimaux d’un élément d’un treillis (voir la défini-
tion 4) en induit une génération exponentielle. On retrouve la méme complexité en
exploitant 1’équivalence entre les générateurs minimaux et les transversales minimales
de chaque fermé du treillis (cf Section 3.2.2) probléme connu pour étre exponentiel. Ci-
tons en particulier I'algorithme incrémental de Pfaltz [109] ou encore I’algorithme Jen
[88] qui calculent les générateurs minimaux d’un treillis.
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Cependant, en logique, Ibaraki et al. ont proposé un algorithme [63] qui calcule
les dépendances fonctionelles minimales - i.e. la base canonique directe - en temps
polynomial amorti avec une famille F de fermés en entrée.

L’algorithme 13 que mous proposons repose sur la méme stratégie pour générer le
graphe de dépendance d’un treillis (voir la définition 7) en temps polynomial amorti.
Rappelons que les noeuds du graphe sont les sup-irréductibles du treillis, et qu’il existe
un arc entre deux sup-irréductibles j et j' lorsqu’ils sont en relation selon la relation
de dépendance § du treillis. La relation 0 se calcule en temps polynomial par un simple
calcul de bornes supérieures : il s’agit de déterminer, pour chaque x € S et pour chaque
paire (j,5") € J X J, si j est en relation avec j' selon 0, i.e. si xV 7' < j. La dif-
ficulté vient ensuite du calcul des générateurs minimauzx de x qui valuent l'arc 77’ .
L’algorithme 13 exploite la définition récursive des générateurs minimauz pour obtenir
une complexité incrémentale polynomiale en traitant les éléments du treillis selon un
tri topologique.

En effet, si on considere deux sup-irréductibles tels que jo,j' - avec x élément du
treillis - ou de facon équivalente jogj' - avec B générateur minimal de x - alors B + j’
est un générateur minimal de x \V j', défini récursivement a partir de B. On distingue
deux cas :

- Si B est une partie stricte de J,, alors B se définit récursivement de la méme
facon a partir d’un générateur minimal d’un prédécesseur de x. Par conséquent,
on le retrouve nécessairement dans le sous-graphe du graphe de dépendance induit
par J., a la fois par les noeuds et par les valuations d’arcs.

— Dans le cas contraire, alors B = J, est 'unique générateur minimal de x.

Complexité 8 L’algorithme 13 construit le graphe de dépendance d’un treillis L =
(S,<) avec une complexité en O(|Zea||S||JL|?), soit un coidt amorti polynomial en
O(|S||JL|?) par Teap-implication ou par générateur minimal.

Dans [8], nous proposons une extension de l'algorithme de Bordat pour une géné-
ration du graphe de dépendance pendant la construction du treillis. Le théoreme de
Bordat, sur lequel repose l’algorithme de génération du diagramme de Hasse d’un sys-
teme de fermeture (S, ), utilise implicitement la relation de dépendance 6 du treillis de
fermés, introduite dans la section 2.2.2. En effet, on montre facilement que la relation
de dépendance se définit par xopy si o(F +x) C o(F +y), avec x,y € S\ F pour tout
fermé F. Ainsi, elle peut se calculer linéairement pour chaque fermé F calculé. Il est
également envisageable de calculer simultanément les générateurs minimaux de F pour
en valuer les arcs du graphe de dépendance. Pour cela, il suffit de déterminer a la fois
si F' est un fermé minimal dans le treillis mettant en relation xdy, puis de retrouver
ses générateurs minimauxr par parcours du graphe de dépendance déja calculé selon la
stratégie décrite dans [’algorithme 15.

Génération de la base canonique directe : probleme ouvert.
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Nom : grapheDépendance
Données : Un treillis L = (5, <)
Résultat : Le graphe de dépendance du treillis
début
calculer I'ensemble J des sup-irréductibles;
initialiser un graphe GG avec pour noeuds les éléments de J;
foreach = € S do
foreach (j,7') € J x J tel que zV j' > j do
ajouter l'arc (j,7') dans G;
calculer J, ; initialiser la famille GM, a vide;
soit G’ sous-graphe de G induit par J, pour ses noeuds et ses valuations;
foreach arc (k, k') de G’ do

foreach valuation B de l'arc (k, k') do

‘ si BV k' = x alors ajouter ’ensemble B + k" & la famille G M,

end
end
si GM, est vide alors GM, = {J,.};
end
end

valuer 'arc (j,5') avec GM,;

retourner G;

fin
Algorithme 13: Génération du graphe de dépendance d’un treillis
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— Entrée: systéme de fermeture.
— Sortie: base canonique directe du systéme de fermeture.

L’approche classique de génération de la base canonique directe a partir d'un systeme
de fermeture consiste a passer par la génération du treillis de fermés avant d’en extraire
sa base canonique directe, d’ol1 un cotit exponentiel qui integre la génération des fermés.
Il est ainsi possible d’en déduire les générateurs minimaux du treillis, ou encore son
graphe de dépendance.

Citons, en fouille de données, 1'algorithme de Taouil and Bastide dans [80] qui utilise
la stratégie de calcul des transversales minimales de chaque fermé du treillis pour les
implications minimales a gauche - i.e. les ¥ g-implications - a partir d’un contexte en
temps et en espace exponentiel par implication, ou encore 1’algorithme incrémental de
Pfaltz [109] et I'algorithme jen [88] qui calculent les générateurs minimaux - i.e. les
prémisses de la base canonique directe - d’un contexte.

Comme nous l'avons déja souligné, l'utilisation de l’algorithme 13 que nous pro-
posons qui nécessite un traitement du treillis de fermés selon un tri topologique, peut
sintégrer directement au calcul des successeurs immédiats sur la base d’une adaptation
du théoréme de Bordat [26] :

Complexité 9 Les algorithmes 7 et 13 combinés permettent d’obtenir la base cano-
nique directe d’un systéeme de fermeture en O(|S.a|?|F|?|J#|?), soit un coit amorti ex-
ponentiel en O(|F|*|Jx|?) par Seaq-implication, avec F treillis de fermés dont la taille
est exponentielle en celle de [’ensemble S.

Citons également ’algorithme de Mannila dans [103] qui accepte en entrée les élé-
ments irréductibles du systeme de fermeture - i.e. sa réduction - et génere sa base
canonique directe avec une complexité exponentielle par implication. Citons également
I’algorithme avec la meilleure complexité connue proposé par Fredman and Khachiyan
([89]) qui prend une formule booléenne sous forme DNF - équivalent & un SI - et qui
génere une implication en O(|S|°¢1), i.e en temps quasi-polynomial. Une modification
en a récement été proposée dans [96] avec une premiere étape déterministe en temps
amorti polynomial, suivie d’étapes non déterministes en O(log?|S]).

Génération de la base canonique directe : probleme ouvert.
— Entrée: systéme implicatif.
— Sortie: base canonique directe du systéme implicatif.

Lorsque le systeme de fermeture est lui-méme un systeme implicatif >, on trouve
alors plusieurs algorithmes de transformation de Y en sa base canonique directe. Ce-
pendant, la base canonique directe .4, peut étre exponentielle dans le pire des cas en
la taille du SI ¥, et tout algorithme de génération doit étre analysé en considérant le
cott de génération d’une implication de la base.

Dans [116], Wild propose un algorithme en temps exponentiel par implication, qui
génere un Sl intermédiaire et plus grand, de taille exponentielle dans le pire des cas. La
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base directe-optimale que nous avons introduit dans [16] - une des cing bases égales a la
base canonique directe, voir section 3.2.2 - est définie a partir d'un SI quelconque X par
I'application successive des traitements suivants (cf algorithme 14) dont le deuxiéme
génere également un SI intermédiaire et exponentiel :

1. Transformer ¥ en un SI unaire;

2. Transformer > en un SI direct dont la taille peut étre exponentielle en fonction
de celle de X ;

3. Transformer ¥ en un SI minimal & gauche en conservant, pour deux regles de
méme conclusion, celle dont la prémisse est minimale par inclusion ;

4. Transformer ¥ en un SI compact en remplacant par une seule regle toutes les
regles de méme prémisse.

Complexité 10 L’algorithme 14 calcule la base canonique d'un SIS sur S en O(2!91).

Nom : baseCanoniqueDirecte

Data :un SI X
Result : la base canonique directe équivalente a X

début
//Transformer ¥ en un SI unaire;
//Transformer ¥ en un SI direct;
foreach régle X — y € ¥ do
foreach regle X' — vy’ € ¥ do
if ye X' ety ¢ X then
L | ajouter X UX"\{y} =y aX

//Transformer ¥ en un SI minimal & gauche;
foreach régle X — y € ¥ do
foreach regle X' — ¢y’ € ¥ do
if X C X' and y =y then
L | supprimer X’ — ¢/ de X

//Transformer ¥ en un SI compact;
foreach regle X — Y € ¥ do
foreach regle X' — Y’ € ¥ do
if X = X’ then
L | remplacer X — Y et X — Y/ par X — YY' dans X

retourner X

fin

Algorithme 14: Génération de la base canonique directe d’un SI
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Le premier traitement qui définit la base direct-optimale est similaire au calcul des
clauses résolvantes en logique, stratégie qui peut s’utiliser dans un mécanisme d’in-
férence par chainage a partir de regles. Le lien avec les fonctions booléennes est ici
intéressant. En effet, le nombre de clauses résolvantes est exponentiel en fonction de
la taille de la formule (i.e. nombre de variables), sauf lorsque les clauses - ou termes -
ne contiennent pas plus de 2 littéraux, le nombre de clauses résolvantes devient alors
polynomial (2-Sat probleme). Il en est de méme pour le nombre de regles de la base
canonique directe qui est exponentiel en fonction du nombre d’éléments, sauf lorsque
les regles ne contiennent pas plus de deux éléments. Il s’agit de regles avec un singleton
en prémisse et en conclusion (i.e. définies sur S x .5).

Par conséquent, lorsque la base canonique est composée de regles ainsi définies sur
S x S, le calcul de la base canonique devient polynomial. En effet, on montre facilement
que le treillis de fermés d’une telle base est distributif, et que le graphe de dépendance
correspond au sous-ordre induit par les sup-irréductibles. La base canonique directe
correspond alors a la fermeture transitive du sous-ordre induit par les sup-irréductibles.

Les propriétés structurelles de la base canonique directe permettent de proposer des
algorithmes de manipulation adaptés. Citons un algorithme récent de fusion de deux
bases canoniques directes [111].

Nous avons proposé une génération incrémentale de la base canonique [26] & partir
d’un systéme implicatif ¥ (algorithme 15). Son principe est simple : algorithme de
transformation d’un systeme implicatif en sa base canonique directe est exécuté apres
lajout de chaque régle B — x de 3. Ainsi, B — x est ajouté dans une base canonique
directe, ce qui nous a permis de caractériser de facon précise les régles concernées par
Uapplication récursive du traitement principal de transformation directe, en distinguant
les regles A — d concernées par une application “droite” - i.e. ajout de B+A\x — d - des
regles C' — e concernées par une application “gauche” - i.e. ajout de C + B\ e — x. Le
nombre d’implications intermédiaires a générer pour obtenir une base directe se trouve
ainsi limité. Bien que cet algorithme ait toujours une complexité exponentielle dans le
pire des cas, les expérimentations qui en ont €té faites indiquent une amélioration tres
significative du temps de calcul.

Dans [9] nous proposons une utilisation conjointe des deux bases canoniques. Alors
que la base canonique est une représentation minimale et condensée des données pour
une meilleure lisibilité, la base canonique directe permet des traitements algorithmiques
plus efficaces, que ce soit pour générer un fermé, ou encore pour des ajouts incrémen-
taux.

4.7 Bibliotheque lattice

Des outils de génération d’'un treillis ont tout particulierement été développés dans
le domaine de I'analyse formelle des concepts. Citons en particulier Toscana [114], un
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Nom : AjoutDirect
Data : Une base canonique directe Y et une implication propre et unaire B — x
Result : La base canonique directe de ¥ U {B — z}
début
//transformation directe;
Left={C —e€X : ec Band x & C}
Right={A —-de ¥ : x € Aand d € B}
newlmpl= () ; LeftSet= {(0,0)}
repeat
foreach (X,Y') € LeftSet do
delete (X,Y") from LeftSet
add X U B\Y — x to newImpl
foreach A — d € Right do add X UB\Y UA\(Y +x) — d to newImpl
foreach C' — e € Left do
| f CZ X ande & S and e ¢ P then add (X UC,Y +e) in LeftSet

until LeftSet£ (;
//transformation minimale & gauche;
foreach A — b € newlmpl do
foreach C' — b € ¥ do
if A C C then delete C' — b from X
L if ¢ C A then delete A — b from newlmpl

return X U newlmpl
fin

Algorithme 15: Ajout incrémental d’une nouvelle implication dans une base canonique
directe

des premiers outils de génération et de visualisation du treillis des concepts; ConExp
[117] développé en java en 2000 qui génere le treillis des concepts d’un contexte et sa
base canonique; Colibri [101] qui s’intéresse a une implémentation rapide du treillis
des concepts, disponible en Java, C et Caml; Galicia [113] orienté analyse de don-
nées, propose plusieurs algorithmes de génération du treillis des concepts. Une étude
comparative récente dans [110] fait apparaitre que ces outils proposent avant tout des
fonctionnalités d’édition d'un contexte, d’édition de graphe, et de visualisation du treillis
des concepts. Certains de ces logiciels proposent des algorithmes de visualisation dédiés
aux treillis. Cependant, la visualisation de graphes proposée par le logiciel graphviz
[90] semble fournir des résultats tout a fait satisfaisants.

Dans ce mémoire, nous avons choisi de mettre en avant la notion de systeme de
fermeture, que 1’'on retrouve a la fois dans un contexte ou dans un systeme implicatif,
ce qui permet d’exploiter de fagon générique les liens bijectifs que 1’on retrouve entre
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treillis, contexte et systeme d’implications, mais aussi d’unifier 'algorithmique sous-
jacente.

Nous avons implémenté en Java une bibliotheque nommée lattice dédiée aux sys-
temes de fermeture et a leurs treillis de fermés, pour une manipulation fine des objets
1ssus de la théorie des treillis et de leurs propriétés - comme par exemple la manipulation
du sous-ordre induit par ses irréductibles, ou la réduction d’un systeme implicatif - dans
un but applicatif expérimental, mais aussi dans un contexte pédagogique d’enseignement
par exemple.

Les figures 4.1 et 4.2 en présentent le diagramme des classes. On y trouve une classe
principale et abstraite ClosureSystem (figure 4.1) qui contient a la fois les méthodes
abstraites spécifiques a un systeme de fermeture - opération de fermeture et de récupé-
ration de ’ensemble des éléments - mais aussi des méthodes génériques de génération -
réduction aux sup-irréductibles, génération du treillis de fermés avec I'algorithme next-
Closure ou I'algorithme de Bordat.

La classe Context permet d’instancier et de manipuler un contexte, alors que la
classe IS permet d’instancier et de manipuler un systeme implicatif. Contextes et sys-
temes d’implications sont tous les deux associés a des systemes de fermeture, c’est
pourquoi ces deux classes Context et IS héritent toutes les deux de la classe Closu-
reSystem. On trouvera également dans la classe IS des méthodes de transformations
en un SI équivalent pur, unaire, compact, maximal a droite, minimal a gauche, et en
particulier sa base canonique, ou encore sa base canonique directe. Il est possible d’ins-
tancier et de sauvegarder un contexte et un systeme implicatif via un fichier texte de
description selon les formats suivants :

Exemple de contexte :

Observations: 1 2 3
Attributes: a b c d e

1 :ac
2 :ab
3 :bde
4 : ce

Exemple de systeme implicatif :

abcde
ab->cd
cd->e

La classe Conceptlattice (cf figure 4.2), classe support pour un treillis des concepts
ou un treillis de fermés, hérite de la classe Lattice qui fournit des méthodes spécifiques a
un treillis - calcul des irréductibles, d’une borne, de la table, du graphe de dépendance.
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ClosureSystem

+getSet () : TreeSet<Comparable>

+allClosures (Vector<Concept®>)
+reduction ()

+dependanceGraph ()
+closedSetlattice () : Conceptlattice

+closure (TreeSet<Comparable>) : TreeSet<Comparable>
+nextClosure (TreesSet<Comparakble>) : TreeSet<Comparable>

i
I

Context

+attributes:
+ .

+reduction()

+observations: TreeSet<Comparable>
+intent: TreeMap<Comparable,TreeSet<Comparable>>
+Context (file:String)

+conceptLattice ()
+toFile (String) )

TreeSet<Comparable>

= < =

Rule

+premise: ComprableSet

tconclusion: ComparableSet
+toFile ()

1S

+8: TreeSet<Comparable>
tsigma: TreeSet<Ruke>
+I5(file:String)

+toFile (String)
[+representativGraph () : DGraph
+reduction()
+makeLeftMinimal ()
+makeCanonicalDirectBasis ()
+makeCompact ()
+makeRightMaximal ()
tmakeUnary ()

+makeCompact ()
+makeDirect()

FIGURE 4.1 — Diagramme de classe pour un systeme de fermeture

DGraph

+8: TreeSet<Node>

+3ucc: TresMap<Node, TresSet<Node>>
+ i < < > hl
+toDot () : void
+transitiveClosure(): void
+pred(Node) : TreeSet<Node>
+succ (Node) : TreeSet<Node>
+static randomDGraph (int)

DAGraph

+transitiveReduction(): wvoid
+minorants (Node) : TreeSet<Node>
+majorants (Node) : TreeSet<Node>
+static randomDAGraph (int)

Lattice

+getIrreducibles(): TreeSet<Node>
+join (Node,Node) : Node

+meet (Node,Node) : Node

+getTakle () : Context
+irreduciblesClosure () : Conceptlattice

+reduction()

ConceptLattice

+makeInclusionReduction()
+makeIrreduciblesReduction ()
+getIrreduciblesReduction () : Lattice
+immediateSucc (Concept) : Vector
+static ClosedSetlLattice (ClosureSystem)

o

Node

+id: final int
+coptent: Chiect
+toDot () () : String

A

Concept

+seth: ComparableSet

+tComparableSet: setB
+toDot () : String

FIGURE 4.2 — Diagramme de classe pour un treillis

1)



CHAPITRE 4. ASPECTS ALGORITHMIQUES 76

La classe Lattice hérite quant a elle de la classe DGraph qui fournit des méthodes
spécifiques a un graphe sans cycles - diagramme de Hasse, tri topologique, minorants,
majorants, réduction transitive - et de la classe DGraph pour un graphe orienté qui pro-
pose notament la fermeture transitive et réflexive, le calcul des composantes fortement
connexes, ou encore le calcul d'un sous-graphe. Cette classe implémente un graphe sous
forme d’ensembles de successeurs qui encapsule les classes Node et Edge. Les noeuds
d’un treillis des concepts sont des instances de la classe Concept qui hérite de la classe
Node. La classe Concept est composée de deux ensembles, avec la possibilité de n’en
utiliser qu’'un seul pour manipuler un fermé. Tout graphe peut étre sauvegardé dans un
fichier au format dot, et visualisé a ’aide des outils proposés par le logiciel graphviz
[90].

Une étude comparative [97] sur 'impact de la structure de données utilisée pour
coder un treillis - tableau de bits, liste chainée triée, arbre binaire de recherche, table de
hachage - montre qu’elles sont similaires. Nous avons choisi de stocker tout ensemble -
noeuds, arcs, régles, ou encore concepts - dans un arbre binaire de recherche (collection
TreeSet) pour ranger et retrouver chaque élément de ’ensemble. Cette classe fournit
des méthodes pour les opérations ensemblistes classiques - inclusion, union, intersection,
appartenance - et nécessite que les éléments de I’ensemble soit comparables entre eux. La
bibliotheque propose également la classe ComparableSet pour manipuler des ensembles
comparables entre eux par leur contenu (ordre lectique), et ainsi les stocker dans un
TreeSet, formant ainsi une famille manipulable grace a des opérations ensemblistes
standards.

Une derniere classe BijectiveComponents est proposée pour générer automatique-
ment plusieurs structures a partir d’un systeme de fermeture quelconque initialClosureSystem
qui hérite de la classe abstraite ClosureSystem. Elle s’instancie de la fagon suivante :

BijectiveComponents BC = new BijectiveComponents (initialClosureSystem);
BC.initialize();

BC.save(dirString,nameString) ;

L’ensemble des composants suivants sont générés - methode initialize - et sauvegar-
dés - méthode save - dans des fichiers :

— le treillis de fermés du systeme de fermeture ;

— la table du treillis;

— le graphe de dépendance du treillis;

— la base canonique directe du treillis ;

— les générateurs minimaux du treillis ;

— la base canonique du treillis.
Chacun de ces objets peut ensuite se manipuler de fagon plus fine grace aux méthodes
proposées dans les classes associées.
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Chapitre 5

Introduction

Nos travaux portent sur des données images. Les images que nous considérons sont
des images graphiques issues de documents. Il s’agit d’images détériorées, et les origines
de la détérioration des images sont variées : détérioration du papier (taches, parties
effacées), des objets ou des distorsions de numérisation vectorielle dans le cadre des
symboles écrits a la main. La problématique de la reconnaissance de symboles issus de
documents est une problématique qui a fait 'objet de plusieurs états de 'art dans la
littérature [135, 211, 158, 157, 185, 189]. Dans le cadre de projets du laboratoire, nous
nous sommes plus particulierement intéressés a des images de symboles électriques et
de lettrines.

La signature d'une image ou d’un objet graphique porte une information condensée
de l'objet qui permet de le décrire mais aussi surtout de le caractériser dans un objectif
de reconnaissance d’images. Une signature se doit, selon le contexte, de respecter cer-
taines contraintes, telles que par exemple 'invariance a la translation, au changement
d’échelle ou a l'orientation. De plus, les signatures doivent étre le plus possible robustes
au bruit. Résultat d'un processus de traitement d’images, la signature d’une image en
porte une description qui peut étre soit une information globale sur 1'organisation des
pixels dans 'image (vecteur numérique), soit une information locale sur des primitives
issues de I'image (traits, arcs de cercles, ou plus généralement régions de I'image) et leur
organisation topologique. La principale difficulté de I'extraction d’une signature réside
dans le choix ou la mise en place d'un traitement d’analyse d’images adapté au type
des images du domaine.

Signature globale. Une signature globale ou statistique porte une information glo-
bale sur I'organisation des pixels dans I'image, et peut également caractériser des
propriétés fréquentielles. Elle s’organise sous forme d’un vecteur de valeurs numé-
riques nommeées attributs, primitives, descripteurs ou encore caractéristiques. De
bons états de l'art font référence [124, 187, 177, 196]. Dans [187], différentes mé-
thodes d’extraction de primitives y sont décrites, et leurs propriétés d’invariance
y sont discutées. Le livre [177] regroupe des articles sur de nombreuses signatures
statistiques. Parmi les signatures statistiques classiquement utilisées dans le do-
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maine de la reconnaissance de symboles, nous utilisont plus particulierement la
signature de Radon [172, 182], les invariants de Fourier-Melun [137], la signature
de Zernique [184], ou encore les moments de Hue [145].

Signature locale. Une signature locale ou structurelle vise a représenter la structure
de la forme, et repose sur une décomposition de la forme en primitives élémentaires
ou graphiques et sur leur organisation spatiale ou topologique. Les primitives
élémentaires peuvent étre des polygones, des segments, des arcs de cercle, et plus
généralement des régions de l'image. Leur organisation topologique et spatiale
rend la représentation d’un symbole possible : connexion, points de jonctions,
parallelisme, distance, orientation relative, ... Un grand nombre de signatures
locales ou structurelles d’objets graphiques a été proposé dans la littérature, on
en trouve un bon état de art dans [208].

Dans le domaine du document, les problématiques classiquement abordées sont des
problématiques de reconnaissance ou de classification d’images de symboles a partir
d’une signature, problématiques classiques de la fouille de données. Les méthodes pro-
posées nécessitent souvent d’étre appliquées sur des images de symboles segmentés, ou
il s’agit de reconnaitre un symbole requéte dans une base d’images de symboles pré-
segmentés. Cette problématique se distingue de la recherche par le contenu (Content
Based Information Retrieval), ou le symbole requéte est a retrouver dans le document
lui-méme. Par ailleurs, les images de document sont des images issues d'un domaine
souvent porteur d’une connaissance métier sémantiquement forte (lettrines, symboles,
plan cadastral) qu’il semble naturel d’intégrer a la description bas-niveau de I'image au
sein d’'un méme systeme. Il s’agit la de problématiques de représentations des données
complezes décrivant I'image, qui se distinguent de la classification et la reconnaissance
d’images.

Les méthodes de I’AFC' se positionnent a la fois dans des problématiques de fouille
de données et de représentation des connaissances, en particulier par des ontologies,
problématiques que j’ai abordées dans le cas particulier d’images de documents :

1. Dans un premier temps, mes travaux se sont positionnés dans le domaine de
la fouille de données, et plus particulierement de la reconnaissance d’images de
symboles pré-segmentés. Ces travaux sont décrit dans le chapitre 6.

2. Dans un second temps, je me suis intéressée aux relations spatiales entre primitives
graphiques d’une image de document dans un objectif de reconnaissance mais aussi
de représentation de données complexes issues d’images. Ces travaux sont décrit
dans le chapitre 7.

Chapitre 6 : Fouille de données et navigation dans un treillis. La fouille de
données dans une base d’images d’un domaine particulier s’articule généralement autour
de deux étapes que sont l'extraction d’une signature suivie d’'une méthode de fouille
de données. Une fois les signatures extraites, les principales techniques de fouille de
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données, que 1’on retrouve dans différents domaines et avec des formulations différentes,
que ce soit en statistiques, reconnaissance des formes, apprentissage automatique ou
encore analyse de données, ont pour caractéristiques communes a la fois d’analyser des
données qui s’organisent classiquement sous forme tabulaire (table objets x attributs) ;
mais aussi de répondre a un objectif de description des données par leurs attributs, ou
encore de prédiction de nouveaux attributs.

De nombreuses méthodes ont été proposées dans la littérature pour mener a bien
ces deux étapes, et le choix de I’approche la plus adaptée au domaine, ainsi que son
paramétrage, reste une problématique difficile souvent guidée par les performances ex-
périmentales (taux de reconnaissance, matrice de confusion), la plupart des approches
proposées étant des approches de type « boite noire ». Des approches plus intuitives,
parfois qualifiées de symboliques, permettent une meilleure compréhension des données
et offrent ainsi 'avantage de pouvoir choisir et adapter les parametres, mais également
les méthodes d’extraction de caractéristiques afin d’obtenir de meilleurs résultats. Ces
méthodes symboliques se distinguent par des données décrites avec des attributs sym-
boliques ou binaires. Elles nécessitent souvent une phase préalable de discrétisation des
données numériques, et permettent ainsi I'intégration de données a la fois numériques et
symboliques. Cependant, certaines méthodes permettent de travailler directement sur
des données numériques.

Les regles d’association et le treillis des concepts sont deux approches symboliques,
tres proches structurellement. La description de données par des regles d’association
entre attributs a été particulierement étudiée dans le domaine des bases de données.
Alors que, dans les premieres méthodes proposées, les regles extraites sont exhaustives
et souvent redondantes, ce qui nuit a leur lisibilité, des stratégies visant a réduire le
nombre trop important de regles générées sans perte d’information a mis en avant la
propriété de fermeture et le treillis des fermés. Les résultats structurels issus de la théorie
des treillis, et en particulier le lien entre les fermés, les générateurs minimaux, et les
regles d’implication, sont ainsi exploités. Une restriction des regles générées aux seules
regles possédant un attribut de classe en conclusion permet d’envisager leur utilisation
en classification supervisée.

Par ailleurs, la problématique de classification est naturellement liée a la notion de
concept du treillis des concepts, ot un concept est un regroupement maximal d’objets
possédant des attributs en commun. La classification non supervisée cherche a regrou-
per des objets ayant des attributs proches, tout en séparant ceux ayant des attributs
éloignés, alors qu’en classification supervisée, il s’agit de regrouper des objets ayant
une méme étiquette (appelée “classe”) tout en séparant ceux d’étiquettes différentes. La
notion de concept est par conséquent tres proche, et le treillis des concepts est naturel-
lement utilisé dans des applications de classification de données supervisées ou non. La
plupart des approches de classification basées sur un treillis des concepts sélectionnent
des concepts selon un critere de pertinence, avant de les utiliser dans un traitement de
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classification de type vote majoritaire.

Contributions et perspectives. Nous nous sommes intéressés a une utilisation
du treillis selon un principe de navigation similaire a celui de 'arbre de décision, et
proposons une méthode de classification par navigation dans un treillis. Nommée NA-
VIGALA (NAVlIgation into GAlois LAttice), cette méthode est dédiée a la reconnaissance
d’objets graphiques détériorés, et plus particulierement d’images de symboles : a chaque
concept correspond un test sur plusieurs variables, la navigation est réalisée a partir du
concept minimal, jusqu’a atteindre un concept final représentatif d’une classe. Le verrou
principal que nous avons levé ici est un mécanisme de navigation dans un treillis, qui
généralise celui utilisé dans un arbre de décision. En effet, a chaque étape, les propriétés
des treillis induisent une navigation a partir d’une famille de parties d’attributs, alors
qu’il s’agit d’un ensemble d’attributs dans ’arbre de décision.

La stratégie mise en oeuvre induit une différence de comportement vis-a-vis des don-
nées par rapport a la stratégie par sélection commune aux méthodes issues de ’AFC qui
cherchent a regrouper des attributs fortement dépendant pour une méme classe d’ob-
jets. La navigation permet d’éviter, dans une certaine mesure, l'influence d’un bruit
porté sur plusieurs attributs. En effet, les attributs sont validés les uns a la suite des
autres et non par une moyenne, comme dans les méthodes orientées sélection. De plus,
I’ensemble des objets est conservé, sans favoriser les plus représentés, a l'inverse des
méthodes orientées sélection, ce qui permet d’étre plus exhaustif. Enfin, ['ordre de vali-
dation des attributs est modifiable en fonction de leur robustesse au bruit, et plusieurs
chemins de reconnaissance sont proposés pour une méme classe, a la différence de l’arbre
de décision qui propose un seul chemin pour atteindre une classe.

Les premiérs résultats obtenus ayant été encourageants [1, 17], c’est dans le cadre
des travauz de thése de Stéphanie Guillas, en collaboration avec Jean-Marc Ogier, que
le développement ainsi qu’une étude expérimentale poussée de la méthode NAVIGALA
ont été menés [24, 27]. Nous avons développé le logiciel NAVIGALA qui intégre cette
méthode au sein d’une chaine de reconnaissance d’images apres une premiere phase
d’extraction de signatures [25]. Nous avons par la suite proposé diverses améliorations.
La génération a la demande du treillis permet d’améliorer le cout de génération du
treillis et les temps de calcul, tout en garantissant les mémes temps de reconnaissance
[8]. Un systéme itératif de reconnaissance permettant d’extraire une nouvelle signature
lorsque celle utilisée s’avére trop détériorée pour une navigation efficace dans le treillis a
également été envisagée [20, 29]. Finalement, une synthése de ces travauz a été publiée
[34], en collaboration avec Muriel Visani.

Au cours de ces travauz, j’ai pu observer que les treillis générés par la méthode NA-
VIGALA, et plus généralement a partir d’une signature numérique discrétisée, forment
une classe de treillis particuliere que nous avons nommés les treillis dichotomiques. I/
s’agit d’une classe de treillis intermédiaire entre les modeles hiérarchiques d’arbre et les
treillis de maniére générale qui possédent des propriétés structurelles fortes, permettant
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ainst de renforcer le lien entre les treillis et les arbres. En effet, en plus de la stratégie
de navigation commune a ces deux structures, tout arbre hiérarchique est inclus dans
le treillis [26] pour un méme jeu de données discrétisées, a l'inverse, nous avons mon-
tré que le treillis est défini comme la fusion de tous les différents arbres hiérarchiques
possibles [31, 18]. L’étude des treillis dichotomiques fait l'objet de la thése en cours
de Nathalie Girard, en collaboration avec Muriel Visani. Nous travaillons sur la mise
en place d’une structure hybride de classification, intermédiaire entre arbre et treillis,
dans le but a la fois d’améliorer les performances de l’arbre et de limiter la trop grande
taille du treillis, tout en garantissant la lisibilité de ces structures. Un mécanisme de
discrétisation locale a été proposé dans le cadre de ces travauz [23], qui, conjointement
avec le mécanisme de génération a la demande, permet d’intégrer dynamiquement de
nouveaur attributs au processus de classification, et ainsi d’envisager la mise en place
de mécanismes de bouclage de pertinence, et d’adaptativité de la méthode.

Chapitre7 : Représentations spatiales et ontologiques. La difficulté d’extension
a des données plus complexes (taxonomie, graphe, ....), mais aussi a une recherche
d’information dans les données de plus haut niveau, sémantiquement plus riches, sont les
deux principales limites des méthodes de fouille de données. Le domaine du document est
principalement concerné. En effet, les images de documents sont des images fortement
structurées a partir desquelles il semble naturel d’extraire des primitives (traits, arcs de
cercles, régions), et qui sont issues d’'un domaine souvent porteur d’une connaissance
métier sémantiquement forte.

Dans un objectif de reconnaissance, la comparaison d’images par appariement de
graphes de primitives reste limitée a des données de faible dimension car il n’existe pas
d’algorithme efficace garantissant une solution optimale (probleme NP-complet). Cest
pourquoi une grande variété d’heuristiques au probleme d’isomorphisme a été propo-
sée : il s’agit de techniques dites de "graph probing” a partir desquelles des mesures de
similarité entre graphes sont envisageables (distance d’édition, ...) pour mieux compa-
rer les graphes entre eux. Les approches dites de "graph embedings” utilisent, quant a
elles, un plongement du graphe dans un vecteur numérique qui constituera la signature
structurelle a partir de laquelle des méthodes de reconnaissance plus classiques peuvent
s’appliquer. On obtient ainsi une description du graphe qui peut étre statistique (voi-
sinage moyen, moyenne des valuations des arcs, ...) mais aussi structurelle basée sur la
notion de chemins du graphe représentatifs d’une forme (sacs de chemins, histogramme
de chemins).

Alors que l'analyse d’image s’intéresse en particulier a l'extraction de primitives
dans un objectif de reconnaissance, leur représentation spatiale est une problématique
complémentaire abordée en particulier dans les systemes d’information géographique.
En effet, la représentation de I'espace est un sujet de recherche qui suscite l'intérét a la
fois de différentes communautés scientifiques (géographie, linguistique, ...), mais aussi
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dans différents domaine en informatique (bases de données spatiales, systemes d’infor-
mation géographiques (SIG), raisonnement spatial, bases de données d’images...). Une
large gamme de modeles et outils adaptés a la représentation spatiale a été développée
dans le domaine des systemes d’informations géographiques (SIG) ou les problématiques
abordées concernent avant tout une représentation de données complexes décrivant des
images géographiques, et ou I'interopérabilité entre représentations joue un réle majeur.

Etablir un lien entre une information bas-niveau et une information haut-niveau dé-
crivant des images est une problématique importante dans le domaine I’analyse d’images,
identifiée sous le terme de fossé sémantique. Les technologies de types ontologies, ré-
cemment introduites dans le domaine du web sémantique pour permettre d’organiser
les données et connaissances d’'un domaine dans le but de les partager, diffuser et actua-
liser, fournissent un cadre méthodologique a la fois pertinent et novateur pour traiter
des images de document. Les fondements des ontologies reposent sur les logiques de des-
cription, famille de langages de représentation des connaissances utilisés pour décrire
un domaine applicatif de fagon structurée et lisible. Les logiques de description ne sont
pas seulement utilisées pour représenter de la connaissance. Elles proposent également
des mécanismes de raisonnement permettant de déduire de la connaissance implicite a
partir de la connaissance explicitement formalisée.

Plusieurs méthodologies de construction d’une ontologie sont proposées dans la lit-
térature, et nécessitent avant tout une bonne compréhension du domaine. Alors que les
premieres ontologies sont construites a la main, de récents travaux s’intéressent a des
méthodes semi-automatiques de construction d’une ontologie directement a partir des
données hétérogenes. L’analyse formelle des concepts est une méthodologie d’analyse et
de fouille de données particulierement bien adaptée.

Contributions et perspectives. Nous avons développé une signature structurelle
robuste dédiée aux symboles et calculée a partir d’un graphe topologique des segments
extraits d’une image de symbole par une adaptation de la transformée de Hough, ce qui
lui confere une certaine robustesse vis-a-vis de certaines transformations. Plus précise-
ment, cette signature correspond a un histogramme de chemins du graphe, ou un chemin
peut s’interpréter comme une forme constitutive du symbole décrivant des agencements
spaciaux entre les segments. Il s’agit d’une signature générique car les chemins sont
calculés automatiquement a partir de la représentation matricielle du graphe, paramé-
trables par leur taille. Une classification par navigation a partir d’une description d’un
symbole par un ensemble de régions a également €été proposée [32, 33] en collaboration
avec en collaboration avec Mar¢al Rusinol.

Ces travauz [21, 22] ont été réalisés en collaboration avec Stéphanie Guillas, Simon
Bernard, Mickaél Coustaty, Jean-Marc Ogier et Muriel Visani. Une étude expérimentale
en a été menée an particulier a l'aide du logiciel NAVIGALA [30][20] qui s’avére bien
adapté. Finalement, une synthése de ces travaux a €té publice dans un article de revue

[19].
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Nous avons par la suite choist d’explorer la représentation spatiale entre des primi-
tives pour des images de lettrines. Nous avons mis en place une ontologie des lettrines
intégrant a la fois une information sémantique haut-niveau décrivant le contenu des
lettrines, mais €également une information bas-niveau décrivant des régions extraites
des images, ainsi que leur agencement spatial. Les images considérées sont des images
de lettrines. Nous avons exploité le mécanisme de raisonnement propre aux logiques
de description en proposant une annotation automatique de la sémantique de certaines
régions. L’approche proposée est ainsi une contribution a une réduction du fossé sé-
mantique pour des images de lettrines.

Ces travaux autour des lettrines ont été réalisés en collaboration avec Mickaél Cous-
taty, Thang Le Ngoc, Alain Bouju et Georges Louis. Il s’agit de travaux récents, un
article en en cours de soumission. Plusieurs perspectives sont dores et déja envisagées,
voire amorcées. Nous avons identifié des améliorations de l'ontologie qui nous semblent
pertinentes - ajout de nouvelles régles d’inférence, de nouvelles régions, d’une vérité
terrain pour une vérification automatique, ...

Nous avons également pu identifier plusieurs caractéristiques propres au mécanisme
d’inférence proposé. En effet, il s’agit d’un mécanisme qui peut combiner des infor-
mations bas-niveau, mais €galement des informations sémantiques, le tout de facon
itérative. Cependant, il s’agit la de caractéristiques propres a l’approche proposée, qu’il
me semble pertinent d’étendre a des images graphiques d’un autre domaine. Des travaux
autour dimages de bandes dessinées sont envisagés.



Chapitre 6

Fouille de données et navigation
dans un treillis

Les principales méthodes de fouille de données, que 'on retrouve dans différents do-
maines et avec des formulations différentes, que ce soit en statistiques, reconnaissance
des formes, apprentissage automatique ou encore analyse de données, ont pour carac-
téristiques communes a la fois d’analyser des données qui s’organisent classiquement
sous forme tabulaire (table objets x attributs); mais aussi de répondre a un objectif
de description des données par leurs attributs, ou encore de prédiction de nouveaux
attributs.

La section 6.1 propose une introduction a la fouille de données et a l'extraction
des connaissances. La section 6.2 s’intéresse plus particulierement aux méthodes de
fouille issues de 'AFC. 1l s’agit de méthodes symboliques qui se distinguent par des
données décrites avec des attributs symboliques ou binaires, et nécessitent une phase
de préparation adaptée (section 6.2.1). Elles se positionnent dans un objectif descriptif
par des regles d’association (Section 6.2.2) ou encore dans un objectif de classification
(Section 6.2.3). La section 6.3 est consacrée a la description de la méthode NAVIGALA
(Section 6.3.1), et aux spécificités des treillis dichotomiques qu’elle génere (section 6.3.2).
Enfin, des expérimentations de la méthode NAVIGALA sont présentées dans la section
6.4.2.

6.1 Chalne d’extraction des connaissances

L’extraction des connaissances a pour principal objectif d’extraire dans des grands
volumes de données “des éléments de connaissances non triviaux et nouveaux pouvant
avoir un sens et un intérét pour étre réutilisés”. Elle est composée de plusieurs étapes
dont la principale est la fouille de données (cf Figure 6.1). Plusieurs méthodes existent
pour mettre en oeuvre la fouille de données. Le choix de I'une d’entre elles est une
problématique difficile, en effet, aucune méthode n’est meilleure qu’une autre dans 1’ab-
solu. Néanmoins, les propriétés des données, les contraintes, les objectifs et bien str les
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FIGURE 6.1 — Chaine d’extraction de connaissances

propriétés des méthodes sont des criteres de choix importants.

Les méthodes de fouille de données sont implémentées a la fois dans des prototypes
de recherche et dans des logiciels commerciaux. Les logiciels du commerce mettent en
avant des fonctionnalités d’acces aux données, de coopération de méthodes ou encore
d’exploitation des résultats (SAS, Splus, Statistica, SPAD, ..). Les prototypes de re-
cherche s’intéressent davantage a la possibilité d’implémenter de nouvelles méthodes, et
de les évaluer dans un contexte expérimental (Tanagra, Weka, R).

En fouille de données, les données sont classiquement décrites par un tableau égale-
ment appelé table ou matrice. Ce tableau associe a un objet (en ligne) un ensemble de
valeurs d’attributs (en colonnes). On trouve selon les domaines des terminologies diffé-
rentes : un objet est également appelé enregistrement, individu, observation alors qu'un
attribut peut se dénommer caractéristique, variable, champ, ou encore descripteur.

Une distinction est a faire entre des attributs quantitatifs et des attributs qualita-
tifs. Les attributs quantitatifs - ou attributs continus - se définissent sur une échelle
continue ou discrete dont la cardinalité du domaine peut étre infinie, mais 1’écart entre
deux valeurs doit étre quantifiable, permettant ainsi 'application des opérateurs arith-
métiques. Les attributs qualitatifs - ou attributs discrets - sont, quant a eux, définis par
un nombre de modalités dénombrables, le nombre de valeurs utilisées pouvant étre plus
ou moins proches du nombre de modalités. On peut faire la distinction entre attributs
qualitatifs nominaux pour lesquels les modalités ne peuvent s’ordonner, et les attributs
qualitatifs ordinaux pour lesquels il existe une relation d’ordre entre modalités, mais
les écarts restent non quantifiables. Les attributs binaires sont des attributs discrets a
deux modalités.

Le cas supervisé se distingue de par l'existence d’un attribut de classe - encore
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appellé étiquette ou label - associé aux données. Il s’agit d'un attribut généralement
discret qui représente différentes catégories d’objets, et qu’il s’agit souvent d’inférer
pour de nouvelles données.

Une premiere étape de préparation des données est un prétraitement nécessaire pour
présenter les données de maniere adaptée a la méthode de fouille de données utilisée. La
préparation des données regroupe l'intégration des données (regroupement uniformisé
de données provenant de plusieurs sources), le nettoyage (gestion des doublons, erreurs
de saisie), le traitement des valeurs manquantes, la réduction des données (élimination
de redondances, sélection d’attributs pertinents, ..), Uenrichissement des données (ajout
de nouveaux attributs par combinaison d’attributs existants), et enfin la transforma-
tion des données (normalisation, échelonnage, discrétisation, binarisation) qui dépend
avant tout de la méthode de fouille utilisée et peut éventuellement engendrer une perte
d’information. En particulier, les méthodes de fouilles issues de ’AFC acceptent généra-
lement des données binaires, et une transformation préalable des attributs numériques
(discrétisation, échelonnage) et des attributs discrets (binarisation) s’avere alors souvent
nécessaire.

La fouille de données est un traitement consistant a extraire automatiquement des
informations depuis les données. Il existe un grand nombre de méthodes de fouilles qui
se situent a la frontiere entre statistiques et informatique. Certaines méthodes sont is-
sues des statistiques exploratoires pour explorer et décrire les données, ou encore des
statistiques décisionnelles. D’autres sont issues de l'informatique : informatique déci-
sionnelle, intelligence artificielle, reconnaissance de forme, ou encore bases de données.
Tres souvent, ces méthodes reviennent a optimiser les mémes criteres, mais avec des
terminologies différentes. On trouve dans la littérature de nombreux ouvrages plus ou
moins récents traitant des méthodes de fouilles de données [118, 162, 142, 143, 136]. Les
méthodes de fouille different essentiellement de par 1'objectif fixé :

Objectif de description : Il s’agit de décrire au mieux les données dans le but de les
réduire ou de les résumer pour une meilleure manipulation (méthodes d’indexa-
tion) ; de mettre en valeur des informations présentes mais cachées; de décrire
les associations entre attributs sous forme de regles; ou encore de regrouper les
objets similaires en groupes, classes ou clusters homogenes tout en maintenant
les groupes suffisamment larges (on parle de segmentation, de classification non
supervisée, ou encore de "clustering”).

Objectif de prédiction : Il s’agit de prédire de nouvelles informations a partir des
données, ou plus précisément de prédire les valeurs d'un attribut en fonction
des autres attributs. On parlera également d’objectif d’explication, 'attribut de
classe étant également alors appelé attribut a expliquer, les autres attributs sont
alors dits explicatifs. On retrouve les méthodes de classification supervisée ou
semi-supervisée, ou encore les méthodes statistiques de régression ou l'attribut a
expliquer est quantitatif.
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La classification supervisée est une problématique majeure de la fouille de données
qui integre un traitement préalable d’apprentissage pour construire un classifieur dé-
crivant un ensemble de données déja classées appelé base d’apprentissage, suivie d'une
phase de classement de nouvelles données qui forment la base de validation. Eventuel-
lement, une base de test peut étre utilisée pour adapter le classifieur dans une phase
intermédiaire entre apprentissage et classement. En conséquence, le taux de bon ou
de mauvais classement permet d’envisager des stratégies simples de validation dans le
cadre d’études expérimentales comparatives entre différents classifieurs. La validation
croisée [149] est la stratégie de validation la plus robuste aux données : I'ensemble
des données déja classées est découpé en n parties, puis la classification est réalisée n
fois pour chacune des n — 1 parties en base d’apprentissage, et la partie restante en
classement. La moyenne des n résultats de classification est ainsi indépendante de la
répartition des données au sein de chaque base. Une évaluation de méthodes non su-
pervisées de classification selon la méme stratégie est envisageable lorsque les données
sont déja classées.

Plusieurs méthodes existent pour mettre en oeuvre la classification, mais aucune
n’est meilleure qu'une autre dans I’absolu. On distinguera cependant entre les méthodes
numériques qui ne traitent que de données numériques, et les méthodes symboliques
qui traitent des données symboliques, mais qui peuvent également intégrer des données
numériques via une transformation préalable en prétraitement.

La méthode de classification numérique la plus simple reste la méthode des k plus
proches voisins. On peut également citer la méthode des C-moyennes floues, les réseaux
de neurones, ou encore les machines a support de vecteurs (SVM) qui semblent étre
les plus robustes. Parmi les classifieurs symboliques les plus usuels, citons 'arbre de
décision qui, tres étudié dans les années 90 [173, 174], est une référence autant populaire
en statistique qu’en apprentissage automatique, et peut intégrer des données numériques
par discrétisation. Dans la cadre des travaux de these de Stéphanie Guillas [40], nous
avons réalisé un comparatif des avantages et inconvénients de méthodes de classification
usuelles, dont un récapitulatif est fourni dans les tableaux 6.1 et 6.2. Parmi les méthodes
symboliques, celles issues de ’AFC sont en pleine émergence depuis quelques années,
et font 'objet de la section suivante.
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TABLE 6.1 — Récapitulatif des avantages et inconvénients des différents classifieurs

Classifieurs | Avantages Inconvénients
Arbre de - technique arrivée a maturité - nombreuses heuristiques im-
décision - intuitive et résultats facilement | pliquent un paramétrage difficile
interprétables - incapacité a gérer les combinai-
- pas d’hypothese a priori sur les | sons d’attributs
distributions des données - nécessite un ensemble d’appren-
- gestion des données continues et | tissage de taille importante
discretes - peut engendrer un fort parti-
- robuste aux données atypiques | tionnement des données
- integre un procédé de sélection | - la sélection des attributs peut
des attributs manquer d’efficacité lorsqu’ils
sont en grand nombre et en pré-
sence de bruit important
- l'ordre de traitement des attri-
buts est figé
C-Moyennes | - intuitive et résultats facilement | - paramétrage : fixer le nombre
floues interprétables de classes
- dimensionnalité : la distance
peut etre dominée par des attri-
buts non pertinents
k-PPV - tres bons résultats en général - dimensionnalité : la distance
- intuitive et résultats facilement | peut étre dominée par des attri-
interprétables buts non pertinents
- robuste aux données bruitées - calcul fastidieux nécessite une
- tres simple a mettre en ceuvre | méthode d’indexation efficace
Bayésien - garantit théoriquement I'obten- | - suppose que les données suivent
tion du taux d’erreur de classifi- | une certaine distribution
cation minimal - nécessite un grand ensemble
- apprentissage rapide d’apprentissage pour estimer
convenablement les probabilités
a posteriori

6.2 Meéthodes de fouille issues de 'AFC

Plusieurs méthodes issues de '’AFC sont proposées en fouille de données. Il s’agit
de méthodes développées dans un objectif de prédiction, ou bien de description, qui
exploitent la structure du treillis des concepts, ou bien les regles d’implication qui
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TABLE 6.2 — Récapitulatif des avantages et inconvénients des différents classifieurs

(suite)

Classifieurs

Avantages

Inconvénients

Réseaux de

- tres bons résultats en général

- apprentissage long

utilisée comme référence pour si-
tuer les autres méthodes

- robuste aux données bruitées

- pas d’hypothese a priori sur les
distributions des données

- integre un procédé de sélection
des attributs

- résolution des problemes non li-
néairement séparables

neurones - robuste aux données bruitées - paramétrage : fixer le nombre
- prise en compte des combinai- | de neurones
sons entre les attributs - sensibilité a un trop grand
- aptitude a modéliser des pro- | nombre d’attributs non discrimi-
blemes tres variés nants

SVM - tres bons résultats en général, | - interprétabilité difficile pour les

problemes a grande dimension

- grande complexité calculatoire
pour traiter de grands ensembles
d’apprentissage, mais possibilité
de décomposer le probleme

- paramétrage : choix de la fonc-
tion noyau

le décrivent, et qui ont pour caractéristique commune de s’appliquer sur des données
binaires. C’est pourquoi une premiere étape de préparation des données est souvent né-
cessaire (section 6.2.1). La section 6.2.2 propose une synthese des méthodes descriptives
d’extraction de regles d’association. La section 6.2.3 propose une synthese de plusieurs
stratégies de méthodes prédictives de classification issues de 'AFC.

6.2.1 Préparation des données

Les méthodes issues de ’AFC s’appliquent classiquement sur une table de données
binaires, que I'on retrouve également sous la dénomination de contexte, ou chaque objet
est décrit par ’ensemble des attributs binaires qu’il possede. Dans la section 3.1 de la
partie I, un contexte est défini par une relation binaire R entre un ensemble d’objets O
et un ensemble d’attributs ou d’items I. Les données peuvent également se définir de
fagon équivalente par une connexion de Galois («, 5) définie entre O et [ par :

a(A) = {bel : aRbpour tout a € A}
B(B) = {a€O : aRb pour tout b € B}

En AFC, la terminologie d’usage pour une table discrete est celle de contexte mul-
tivalué. Un contexte multivalué y est défini par un quadruplet (O, I, W, R) avec O
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I’ensemble des objets, A 'ensemble des attributs, W I’ensemble des modalités des attri-
buts et R une relation ternaire entre O, I et W. (z,y,w) € R, que I'on peut également
écrire y(z) = w, signifie que l'attribut y a la valeur w pour l'objet x.

La transformation d’attributs discrets en attributs binaires est une opération clas-
sique sans perte d’informations que I'on retrouve sous la dénomination de binarisation
ou encore de codage disjonctif. Plus précisément, un attribut discret de n modalités sera
transformé en n ou n — 1 attributs bimodaux ou binaires. Le codage disjonctif complet
permet de spécifier que n — 1 données binaires sont créées.

La transformation d’attributs continus en attributs numériques est un traitement
plus sophistiqué qui engendre le plus souvent une perte d’information. La discrétisation
et I"échelonnage sont les deux principales techniques de transformation par regroupe-
ment des valeurs d'un attribut continu dans des intervalles. La valeur de chaque attribut
continu est remplacée par le ou les intervalles la contenant. L’attribut numérique devient
ainsi un attribut discret dont les modalités sont des intervalles. Alors que les intervalles
issus d’'un méme attribut seront disjoints apres une discrétisation, ils vérifieront une sé-
quence d’inclusion apres un échelonnage. Ces transformations induisent le plus souvent
une perte d’information, sauf si les intervalles créés refletent chacun une seule valeur
possible d’attribut. Dans ce cas, la non perte d’information est obtenue au détriment du
nombre d’intervalles - attributs discrets - créés, et ainsi des performances de la méthode
de fouille utilisée.

La discrétisation est paramétrable par un critére de coupe et un critere d’arrét.
Il s’agit de sélectionner, parmi tous les points de coupe possibles entre deux valeurs
contigués d'un méme intervalle de valeurs d’une variable, celui qui séparera au mieux
les objets. Pour cela, un algorithme standard consiste a tester tous les points de coupe
potentiels pour toutes les variables. La variable V' et le point de coupe ¢ entre deux
valeurs consécutives v; et v;y; de V maximisant un critere de coupe donné sont retenus.
L’intervalle des valeurs de V' est alors coupé entre v; et v;11, puis remplacé par les deux
nouveaux intervalles ainsi créés. Le traitement est réitéré jusqu’a ce qu’un critere d’arrét
soit vérifié, permettant ainsi de stopper la discrétisation. Pour chaque objet, la valeur
de chaque attribut est alors remplacée par 'intervalle la contenant.

Il existe de nombreuses méthodes de discrétisation qui sont catégorisées selon trois
criteres dans [138] :

Mode supervisé ou non supervisé : Dans le mode supervisé, on tient compte du
label de classe des objets pour effectuer le découpage, alors que pour le mode non
supervisé seules les similarités entre les objets sont considérées. Plus précisément,
la discrétisation supervisée cherche a séparer les objets de classes différentes alors
que la discrétisation non supervisée vise a regrouper des objets dont les attributs
sont similaires.

Mode global ou local : le mode global a lieu en amont de ’application de la méthode
de fouille, et tient compte a chaque étape de ’ensemble de tous les objets. Au
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contraire, en mode local, le découpage est réalisé au fur et a mesure de I’application
de la méthode de fouille qui sélectionne un sous-ensemble d’objets a discrétiser.

Mode statique ou dynamique : le mode statique est la stratégie la plus utilisée. Il
s’agit de traiter les attributs indépendamment les uns des autres. A l'inverse, le
mode dynamique integre 'information de tous les attributs simultanément pour
construire les intervalles, ce qui permet la prise en compte d’une éventuelle corré-
lation entre les primitives.

De nombreux criteres de coupes sont proposés dans la littérature, qui peuvent étre
supervisés ou non supervisés selon qu’ils considerent ou non le label de classe. Parmi
les criteres de coupe, citons les coupes a intervalles réguliers, les mesures de fréquences
entre intervalles, ou encore la distance maximale qui choisit un point de coupe entre les
deux valeurs consécutives d'une variable dont la distance est la plus grande. Dans le cas
supervisé, les criteres les plus usuels sont entre autres les criteres de Gini, d’Entropie,
du Khi2, de Hoteling, ....

La discrétisation nécessite un second critere, le critere d’arrét, qui permet de stopper
le processus de discrétisation une fois un certain objectif atteint. A nouveau, il existe
différents criteres d’arrét. Ainsi la discrétisation peut s’arréter lorsqu’un nombre préfixé
d’intervalles a été construit (mode non supervisé) ou encore lorsque la séparation des
classes est atteinte (mode supervisé). La séparation des classes sera observée lorsque les
objets de classes différentes seront représentés par des ensembles différents d’intervalles.
La séparation des classes est un critere classique, qui s’applique naturellement lorsque
le critere de coupe est supervisé. En effet, tout critere supervisé s’annule lorsque les
classes sont séparées, alors qu'un critere non supervisé peut encore étre utilisé. La
séparation des classes peut cependant ne pas étre atteignable - lorsque deux objets de
classes différentes sont décrits pas les mémes valeurs - ou bien peut induire un trop
grand nombre d’intervalles. C’est pourquoi le critére d’homogénéité ou critere de pureté
lui est souvent préféré : il s’agit de stopper la discrétisation lorsque les classes sont
suffisamment séparées, i.e. lorsque le critere de coupe supervisé est inférieur a un seuil
de pureté prédéfini.

Plusieurs comparatifs entre différentes méthodes de discrétisation ont été menés.
Citons une étude expérimentale [138] qui montre que les méthodes de discrétisation
supervisées permettent d’obtenir de meilleurs résultats. Une comparaison plus théorique
[173] établit que discrétisations globale et locale, réalisées par un arbre de décision,
possedent chacune leurs avantages et inconvénients. De facon générale, il apparait que le
choix de la meilleure méthode de discrétisation reste fortement dépendant de ’objectif.

La transformation d’attributs numériques en attributs discrets par échelonnage
consiste a définir un ou plusieurs seuils de coupure pour chaque attribut numérique,
seuils qui deviennent les attributs discrets : un objet sera associé a un seuil pour un
attribut seulement si sa valeur pour cet attribut est supérieure au seuil. Chaque seuil
correspond ainsi a un intervalle de valeurs. Lorsque plusieurs seuils sont définis pour un
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méme attribut, les intervalles seront alors inclus les uns dans les autres. L’échelonnage
est le plus souvent défini dans un mode non-supervisé. Cependant, la catégorisation des
différentes méthodes de discrétisation peut également s’appliquer aux différents types
d’échelonnage, et le choix du seuil de coupure s’apparente aux criteres de coupes.

Divers types d’échelonnage sont proposés. L’échelonnage dit inter-ordinal, introduit
dans le cadre de ’AFC dans [58], propose de considérer tous les intervalles de valeurs
possibles, ce qui peut induire un tres grand nombre d’attributs discrets. Des approches
non supervisées d’échelonnage pouvant considerer des intervalles de plusieurs intervalles
ont été proposées dans [75] en utilisant des histogramme, ainsi que dans [64] avec le
formalisme des structures de patrons.

Le choix dune technique de transformation d’attributs continus en attributs discrets,
ainsi que son paramétrage, est un compromis entre perte d’information et explosion
du nombre d’intervalles créés. Cependant, pour la majorité des méthodes issues de
I’AFC proposées dans la littérature, il reste difficile d’obtenir des informations précises
concernant cette transformation et les criteres utilisés - critere de coupe et d’arrét, seuil
de coupure, mode supervisé ou non.

La définition d’un treillis de Galois, plus générale que celle de treillis des concepts,
permet d’envisager une description plus sophistiquée des objets par des données non
nécessairement binaires (voir section 3.1, partie I). En effet, la connexion de Galois entre
les objets et leurs descriptions reste maintenue a condition que soit définie une relation
de subsomption sur I’ensemble des descriptions, et la boite a outils algorithmique de la
théorie des treillis est alors utilisable pour ces données. Dans [75], le treillis de Galois
est ainsi utilisé pour des objets décrits par des données numériques, ou multivaluées,
pour lesquelles une relation de subsomption est définie. Leur objectif est un passage du
numeérique au symbolique sans passer par une discrétisation des données numériques qui
induit une perte d’information. L’ Analyse Logique des Concepts [55] a été introduite en
2004 comme une généralisation de 'AFC ou le treillis de Galois est défini a partir d'un
contexte logique ou chaque objet est décrit par une formule logique. Le formalisme des
structures de patrons, introduit dans [57] pour des descriptions d’objets par des graphes,
également étudiée dans [64] pour des données numériques, est une autre généralisation
de ce méme principe.

Citons également I'approche par treillis flous [125] qui propose de générer une sé-
quence de treillis Lq,..., L, pour une suite de valeurs de seuils sq,...,s, : chaque
treillis L; est construit a partir du contexte C; obtenu par échelonnage des données de
la table binaire selon le seuil s;. Ainsi, chaque treillis L; est sous-treillis d'un treillis L,
pour 1 <i < j < n. Un prétraitement de normalisation des données reste néanmoins
nécessaire, et le paramétrage des seuils est une problématique difficile.
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6.2.2 Regles d’association et bases
Définitions

Introduite par Agrawal et al. dans [119], 'extraction de régles d’association a été
développée pour 'analyse de bases de données. Un exemple souvent cité concerne I’ana-
lyse de transactions de vente, afin d’identifier les articles achetés le plus fréquemment
ensemble a partir d'une liste d’articles achetés. De fagon plus générale, les regles d’asso-
ciation visent a identifier les relations significatives entre des attributs dans un objectif
de description, permettant ainsi d’en élargir le champ applicatif & de nombreux do-
maines. Les mesures d’utilité (le support) et de précision (la confiance) sont utilisées
pour ne générer que les associations les plus significatives. Cependant, le nombre d’as-
sociations significatives peut potentiellement étre élevé.

L’extraction de regles d’association s’applique sur des données qui s’organisent en
table binaire ou contexte (O, I, R) porteur d'une connexion de Galois (a, ). C’est
pourquoi une premiere phase de préparation des données est souvent nécessaire. Tout
sous-ensemble d’attributs X C [ est également appelé un itemset. Le support d'un
itemset est défini par :

sup(X) = 1BEOI (6.1)
O]
Un itemset est dit fréquent lorsque son support est supérieur ou égal a un seuil minimal
de support minsupport.
Une regle d’association est une paire (X,Y’), notée X — Y, composée de deux
itemsets X, Y C I, X en est la prémisse, et Y la conclusion, tels que X NY = (). Le
support d’une regle d’association correspond au support de 'union des deux itemsets

qui la composent :
sup(X =Y) =sup(X UY) (6.2)

La confiance d’une regle X — Y mesure la probabilité conditionnelle qu'un objet
possede X sachant qu’il possede Y :

sup(X UY)

conf(X =Y) = sup(X)

(6.3)
Une regle est dite valide lorsque sa confiance est supérieure ou égale a un seuil mini-
mal de confiance mincon fiance. Une régle exacte est une regle dont la confiance est
maximale (égale a 1).

Le cas supervisé permet d’introduire un sous-ensemble de regles dites régles de
classification, ou encore regles de décision. 1l s’agit de regles dont la conclusion est
restreinte a 'attribut de classe, utilisées pour prédire la classe d’'un objet en fonction
de ses autres attributs.
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Algorithmes d’extraction des regles d’association

Le probleme de 'extraction des regles d’association d'une table de données binaires
consiste a générer 'ensemble des regles dont le support et la confiance sont supérieurs
ou égaux a des seuils minimaux de support et de confiance définis par 1'utilisateur.
L’extraction se réalise classiquement en deux étapes :

1. Extraire la famille F des itemsets fréquents :
F={XC1I : sup(X) > minsupport} (6.4)
2. Générer 'ensemble des regles valides :
{Y = X\Y : X;)YeF, YCX, conf(X—=Y)>minconfiance}  (6.5)

Il s’agit en fait, pour chaque itemset fréquent X C I, de générer I’ensemble des
regles valides Y — X \ Y, avec Y C X itemset fréquent.

La complexité de chacune de ces deux étapes est exponentielle. En effet, le nombre
d’itemsets fréquents potentiels est 2!!, alors que le nombre de regles valides potentielles
pour un itemset fréquent X est 21X — 2. La premiere étape reste cependant la plus
couteuse en temps. En outre, elle seule nécessite un acces aux données. C’est pourquoi de
nombreux travaux se sont intéressés a des méthodes efficaces de génération de ’ensemble
des itemsets fréquents.

L’ensemble des parties de I correspond aux 2!/l itemsets fréquents potentiels, &
I'exception de ’ensemble vide, qui peuvent s’organiser sous forme du treillis booléen
des parties de I ordonnées par inclusion. Les deux propriétés suivantes des itemsets
fréquents en induisent une caractérisation simple [84] :

1. Tous les sous-ensembles d'un itemset fréquent sont fréquents
2. Tous les sur-ensembles d'un itemset non fréquent sont non fréquents

Les itemsets fréquents correspondent ainsi aux itemsets situés dans le treillis des par-
ties entre 1’élément minimal et la bordure positive, antichaine composée des itemsets
fréquents maximaux, i.e. des itemsets fréquents tels que tout sur-ensemble n’est pas
fréquent. La bordure négative correspond quant a elle aux successeurs immédiats des
itemsets fréquents maximaux dans le treillis.

Une premiere stratégie d’extraction des itemsets fréquents consiste a procéder ni-
veau par niveau, a partir de 1’élément minimal du treillis, jusqu’a atteindre sa bordure
négative. Les premiers algorithmes naifs d’extraction par niveau ont été proposés en
1993 [119, 144]. L’algorithme fondateur est 'algorithme A Priori [84] qui exploite les
propriétés des itemsets fréquents pour déduire les itemsets fréquents d’un niveau k + 1
par combinaison de ceux calculés au niveau k. On retrouve la méme stratégie dans [159].
Par la suite, différentes améliorations ont également été proposées. Dans [84], le temps
d’acces aux données est limité en diminuant progressivement la taille de la table binaire.
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Dans [179], les données sont partitionnées en n partitions en mémoire, des itemsets fré-
quents locaux sont calculés pour chaque partition, itemsets locaux qu’il s’agit ensuite
de fusionner.

Une seconde stratégie vise a extraire directement les itemsets fréquents formant la
bordure positive, puis a déterminer le support de tous les sous-ensembles des itemsets
fréquents maximaux. Plusieurs algorithmes ont été proposés. L’algorithme Max-Miner
[123], un des plus efficaces expérimentalement, réalise simultanément un parcours du
treillis de haut en bas, mais aussi de bas en haut dans le but de limiter les itemsets
maximaux candidats.

La plupart des méthodes proposées définissent un ordre total sur les itemsets. Cet
ordre total, souvent 1’ordre lexicographique, permet a la fois d’éviter des calculs redon-
dants en parcourant chaque itemset au plus une seule fois, mais également de stocker
efficacement les itemsets dans des structures de données adaptées.

Fermés et bases de regles d’association

Le nombre d’itemsets fréquents est potentiellement tres élevé, d’autant plus quand
les données sont denses ou le support minimum faible. La production de données en
quantité de plus en plus importante a fait émerger la nécessité de limiter les regles
d’association générées. En effet, lorsque le nombre de regles est trop important, les
regles sont alors illisibles, inexploitables, et souvent redondantes pour un large nombre
d’entre elles.

Une premiere stratégie de restriction des regles consiste a sélectionner un sous-
ensemble des regles générées a 'aide d’indicateurs statistiques de mesures de qualité
autres que le support et la confiance. Il existe dans la littérature un grand nombre de
mesures de qualité. Ces mesures sont souvent définies en fonction de la probabilité P(X)
qu'un objet possede l'itemset X C I. En particulier, la mesure de confiance se redéfinit

par :
P(XUY)

P(X)

La mesure d’intérét, étudiée dans [130, 180], integre la probabilité qu'un objet possede

confiance(X —Y) = (6.6)

la conclusion de la regle :

P(XUY)

intert(X —-Y) = PIX)PY)

(6.7)
La mesure de conviction, définie dans [130], integre la probabilité qu'un objet possede la
prémisse de la regle, mais n’en possede pas la conclusion, mesurant ainsi la dépendance
entre présence de la prémisse et absence de la conclusion :

P(X)P(Y)

P(XUY (6.8)

conviction(X —Y) =

~—
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Une seconde stratégie propose de générer directement un sous-ensemble de regles
suffisamment représentatives en exploitant 'opérateur de fermeture 3 o o porté par la
table binaire des données, et les itemsets fermés qui s’en déduisent (cf section 3 de la
partie I). La limitation des itemsets fréquents aux seuls itemsets fréquents et fermés a
été proposée dans ce sens en 1999 dans [169]. Elle est rendue possible par le fait que
I’ensemble des itemsets fréquents de méme fermeture F' C I ont tous le méme support
B(F), et engendrent alors des régles redondantes. On parle de classe d’équivalence pour
les itemsets fréquents de méme fermeture. Le nombre de regles générées a partir des
fermés fréquents reste ainsi inférieur au nombre de regles générées a partir de tous les
itemset fréquents, sans perte d’information. La restriction du treillis des fermés aux
seuls fermés fréquents, appelée Iceberg de Galois [181], représente la partie inférieure
du treillis qui forme alors un inf-demi-treillis.

Outre les algorithmes classiques de génération du treillis des fermés décrits dans
la section 4.4 de la partie I, on trouve dans la littérature des algorithmes dédiés a
la génération des seuls fermés fréquents. Citons l'algorithme Close [169, 168|, premier
algorithme de génération des fermés fréquents, ou encore les algorithmes Pascal [122],
LCM [188], Prince [141], ...

Meéme si les regles générées a partir des seuls fermés fréquents restent limitées en
nombre, certaines redondances peuvent subsister. Des travaux se sont alors orientés
vers I'extraction d’un sous-ensemble générique de regles d’association, ou la généricité
se définit plus formellement par les deux propriétés suivantes :

Dérivabilité : possibilité de dériver par un mécanisme d’inférence un ensemble de
regles d’association a la fois valide et complet.

Informativité : possibilité de retrouver avec exactitude le support et la confiance des
regles dérivées.

Une base générique se définit classiquement en deux parties - la premiere compo-
sée de regles exactes et la seconde de regles approximatives définies a partir des regles
exactes - accompagnée d'un mécanisme d’inférence pour déduire I’ensemble des regles
d’association, ainsi que leur support et confiance. Le mécanisme d’inférence le plus
classique propose d’utiliser I'axiome d’augmentation d’Amstrong [44]. Une étude rela-
tivement complete de différentes bases, de leurs propriétés et des différents mécanismes
d’inférence a été proposée dans [150, 140]. Les bases construites a partir de la base
canonique d’'un treillis pour la partie de regles exactes (voir définition 14 section 3.2.2)
se révelent étre dérivables mais non informatives. En revanche, deux bases génériques
sont introduites dans [80], définies a partir des fermés fréquents et de leurs générateurs
minimaux (voir définition 4 Section 2.2.2), sont a la fois dérivables et informatives.
Elles sont composées d'une méme base de regles exactes GBE (Generic Basis Exact),
également appelée base d’implications propres, et d’'une base de regles approximatives
chacune, GBA (Generic Basis Approximative) et TGBA (Transitive GBA) :
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F fermé fréquent,
GBE ={X — F\ X : | X générateur minimal du treillis | et X # F'}
p(X)=F

I fermé fréquent,

X générateur minimal du treillis
o(X)CF

X — F\ X regle valide

GBA={X > F\X : et X # F}

F fermé fréquent,
X générateur minimal du treillis
TGBA={X —>F\X : | p(X)CF et X # F}
©(X) couvert par F' dans le treillis
X — F\ X regle valide

La base GBE se compose de regles dont la prémisse est un générateur minimal,
et la conclusion est son fermé, regles dont on montre facilement qu’elles sont exactes.
L’extension de la base GBE a I’ensemble des itemsets fermés, et non aux seuls fer-
més fréquents, est équivalente sous sa forme unaire a la base minimale a gauche, ou
encore a la base canonique directe du treillis des fermés, (cf section 3.2.2 de la par-
tie I). Les régles approximatives de la base GBA possedent également un générateur
minimal en prémisse, mais la conclusion se forme a partir des fermés successeurs dans
le treillis du fermé de la prémisse. Pour limiter le trop grand nombre de regles de la
base GBA, la base TGBA se définit par une restriction aux seuls successeurs immédiats
du fermé de la prémisse, i.e. en ne considérant que la réduction transitive du treillis.
Ainsi, la base TGBA est strictement inclue dans la base GBA. Citons également la
base générique informative IGB (Informative Generic Basis) [140] introduite pour limi-
ter I'inconvénient principal de la base générique (GBE,TGBA), a savoir que certaines
regles de TGBA\GBA peuvent porter une information ”sémantique” nécessaire dans
certains contextes d’aide a la décision.

La génération d’une base générique informative s’articule ainsi autour d’une pre-
miere étape de génération des fermés fréquents - mentionnée ci-dessus - suivie d'une
étape d’extraction des générateurs minimaux d’un fermé. L’algorithme d’extraction des
générateurs minimaux le plus utilisé [88] est un algorithme incrémental exponentiel -
extraction de chaque générateur minimal en temps exponentiel. Il existe également un
algorithme incrémental polynomial que nous avons proposé dans la section 4.6 de la
partie I, et que I'on retrouve sous une forme différente dans le domaine de la logique
[63].
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6.2.3 Objectif de classification

Plusieurs méthodes issues de I’AFC sont proposées dans un objectif de classification,
ou chaque objet est décrit par un ensemble d’attributs ainsi que par une indication de
classe introduite sous la forme d’un attribut a prédire. Certaines méthodes proposent
une extension des regles d’association a des regles de classification possédant ’attribut
de classe en conclusion, alors que d’autres exploitent les concepts du treillis des concepts.
Ces méthodes s’appliquent sur des données binaires, et une phase de transformation de
données - discrétisation ou échelonnage, puis binarisation - est alors nécessaire lorsque
les données ne sont pas binaires. L’exploitation des bases de regles d’association dans
un contexte de classification consiste généralement a intégrer I'attribut de classe aux
autres attributs, puis a ne sélectionner que les regles possédant la classe en conclusion.
Les méthodes de classification a I’aide du treillis des concepts utilisent ’attribut de classe
dans un second temps, apres avoir généré le treillis des concepts, pour sélectionner des
concepts dits pertinents qui sont ensuite utilisés pour la classification. Une étude récente
[161] qui recense quelques méthodes de classification supervisée basées sur un treillis
des concepts, apporte des éléments de comparaisons et les résultats y sont semblables
voire meilleurs que ceux d’approches plus classiques.

En collaboration avec Stéphanie Guillas dans le cadre de ses travaux de these [40],
et de Nathalie Girard dans le cadre d’un projet de recherche [39], nous avons réalisé une
étude comparative de différentes méthodes de classification issues de ’AFC qui offre un
large panorama des différentes stratégies de classification utilisant aussi bien les regles
de classification que les concepts du treillis.

Reégles de classification : la méthode CBA [156], une des premieres méthodes pro-
posées des 1998, la méthode CMAR [154], les méthodes ARC-AC et ARC-BC
[121, 120], la méthode CPAR [191], la méthode Harmony [190], et plus récement
la méthode GARCm [128] qui utilise une base de reégles informatives.

Classification par sélection de concepts : la méthode GRAND [165], premiere mé-
thode proposée, la méthode LEGAL [155], son extension [160], la méthode GA-
LOIS [133], la méthode RULEARNER [178], la méthode CIBLe [163], et les mé-
thodes CLNN et CLNB [193].

Dans les sections suivantes, une synthese de cette étude comparative est propo-
sée, faisant apparaitre les différentes stratégies mises en oeuvre dans les méthodes étu-
diées, méthodes qui s’articulent classiquement autour d’une phase d’apprentissage, sui-
vie d’une phase de classement.

Regles de classification

Apprentissage. L’apprentissage consiste a extraire des regles de classification a partir
des données. Pour cela, l'attribut de classe est intégré a la table de données.
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L’extraction est ensuite réalisée en deux étapes : une étape de génération des
regles d’association, suivie d'une étape d’élagage.

Dans les premieres méthodes proposées (méthodes CBA, CMAR, ARC, CPAR),
Iextraction des regles d’association est réalisée a l’aide de ’algorithme Apriori
ou d’une de ses variantes. La méthode CMAR utilise ainsi la variante FP-growth
qui optimise 1’espace mémoire en stockant les regles dans une structure de don-
nées arborescente, alors que la méthode CPAR génere directement les regles de
classification pertinentes par intégration d’une fonction de gain a maximiser au
cours de 'extraction. Par la suite, des méthodes exploitant 1'Iceberg des fermés
fréquents (méthode Harmony), ou encore une base générique de regles (méthode
GARCM) ont été proposées. Une fois les regles d’association générées, il s’agit
d’en extraire les régles de classification. Seules les regles possédant un attribut de
classe en conclusion sont conservées.

L’élagage est indispensable lorsque les regles extraites sont abondantes et redon-
dantes, ce qui est le cas des regles extraites par I’algorithme APriori ou une de
ses variantes. A l'inverse, la phase d’élagage n’a plus lieu d’étre dans les méthodes
plus récentes qui extraient une base générique de regles. De facon similaire au
cas non supervisé, une premiere stratégie d’élagage consiste a utiliser des mesures
statistiques de la qualité des regles pour sélectionner certaines regles : corréla-
tion minimale entre les régles basée sur une métrique du x? (méthode CMAR) ou
encore selon un critere de précision (méthode CPAR).

L’exploitation de l'indicateur de classe dans le cas supervisé permet cependant
de proposer des stratégies d’élagage mieux adaptées. Ainsi, les méthodes CBA
et ARC réalisent un tri des regles de facon a ce que la premiere regle classant
correctement tout objet de la base d’apprentissage précede la premiere regle qui
le classe mal. Un premier tri par précédence dans la méthode (CBA) - ordre
décroissant de la confiance, et en cas d’égalité, du support - ou par précision
dans la méthode ARC - prémisse de cardinalité croissante - permet d’initialiser le
traitement. La méthode CBA réalise ensuite un second élagage basé sur le taux
d’erreur : lorsque I'ajout d’une nouvelle regle fait baisser le taux de reconnaissance,
alors cette regle et les suivantes ne seront pas conservées. La méthode Harmony,
qui exploite les propriétés des itemsets fermés, propose quant a elle un élagage
des attributs des itemsets fermés fréquents avant d’en extraire les regles.

Classification. La classification consiste a déduire la classe d'un objet requéte de I'ap-
plication des regles. Un objet vérifie une regle lorsqu’il en possede les attributs
en prémisse. Un mode de classement simple consiste a associer a l’'objet requéte
la classe conclusion de la premiere regle vérifiée (méthode CBA), ce qui nécessite
que les regles aient été préalablement triées en apprentissage - tri par précédence,
ou par précision. Cependant, les regles ne sont alors pas toutes exploitées. C’est
pourquoi un mode de classement utilisant I’ensemble des regles vérifiées par 1’ob-



CHAPITRE 6. FOUILLE DE DONNEES ET NAVIGATION DANS UN TREILLIS101

jet requéte, au lieu de la premiere regle vérifiée seulement, a été préféré dans les
autres méthodes. Les regles vérifiées sont regroupées par classe, et le nouvel ob-
jet sera affecté a la classe du regroupement de regles qui, pour une mesure de
qualité donnée, possede : la regle dont la mesure est la meilleure; la meilleure
mesure moyenne des k meilleures regles du paquet; ou encore la meilleure me-
sure moyenne des regles du paquet. Différentes mesures de qualité sont utilisées
dans les méthodes étudiées : la confiance (méthodes ARC et Harmony), la pré-
cision (CPAR), la mesure pondérée du x? (méthode CMAR), l'intérét (méthode
GARCm), ou encore la surprise (méthode GARCm).

Classification par sélection de concepts

Apprentissage. Dans un premier temps, les concepts du treillis sont générés en mode
non supervisé a partir des données binaires non classées a l'aide d’un algorithme
classique de génération de treillis (voir Section 4.4), d’un algorithme incrémental
(méthodes Galois, Rulerarner), ou encore d’un algorithme de génération de 1'Ice-
berg de Galois [181] pour n’obtenir que les concepts fréquents, i.e. composés d'un
nombre minimal d’objets (méthode Grand).

Dans un second temps, des concepts suffisamment représentatifs pour la classifica-
tion sont sélectionnés. La plupart des méthodes utilise un critere supervisé d’ho-
mogénéité pour sélectionner des concepts suffisamment homogenes pour chaque
classe (méthodes Grand, Galois). La méthode Rulearner ne retient que les concepts
homogenes maximaux pour chaque classe, i.e. composé d’un ensemble minimal
d’attributs et maximal d’objets.

Les concepts ainsi sélectionnés sont alors labélisés par leur classe majoritaire,
et forment le classifieur dans la plupart des méthodes : représentation par un
ensemble de concepts pertinents par classe (méthodes Legal, Galois) ou encore
par un ensemble de regles ou chaque regle est composée en prémisse des attributs
des concepts pertinents, et en conclusion du label de classe du concept (méthodes
Grand, Rulearner). Dans la méthode Cible, les attributs des concepts pertinents
sont utilisés pour sélectionner des objets prototypes - objets possédant les attributs
pertinents - qui serviront de classifieurs. Dans les méthodes CLNN et CLNB, les
attributs pertinents servent a construire des régles contextuelles de classification.
Une regle contextuelle permet de sélectionner un sous-ensemble d’attributs sur
lesquels appliquer le classifieur du plus proche voisin pour la méthode CLNN (NN
pour Nearest neighbor), et le classifieur bayésien naif pour CLNB (NB pour Naive
Bayes).

Classification. Une fois le classifieur construit, il s’utilise pour classer - prédire I'attri-
but de classe - d'un objet requéte sur la base de ses attributs. Lorsque le classifieur
se compose d’un ensemble de concepts pertinents labélisés par une classe, ou de
facon similaire par des regles avec une classe en conclusion, la classification d’un
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objet requéte consiste a vérifier si ’ensemble de ses attributs contient ceux de
chaque concept pertinent, ou bien ceux de la prémisse de chaque regle, ce qui per-
met d’identifier un ensemble de concepts ou de regles vérifiés par ’objet requéte.
Les concepts et regles vérifiés servent ensuite au classement : la classe affectée a
I'objet peut étre soit la classe majoritaire parmi tous les concepts ou regles véri-
fiés; ou encore la classe du concept ou de la regle la plus similaire, la similarité
étant donnée par le nombre d’attributs du concept ou de la regle partagée par
I'objet. Dans la méthode Cible, le classifieur se compose d’objets prototypes, et
la classe affectée a 'objet sera la classe majoritaire parmi celle des k plus proches
objets prototypes. Dans les méthodes CLNN et CLNB, la classification est réali-
sée en sélectionnant les regles contextuelles vérifiées par ’objet requéte. La classe
affectée a I'objet est la classe majoritairement renvoyée par le classifieur (NN ou
NB) appliqué sur les seuls attributs en prémisse des regles vérifiées.

Comparatif des méthodes

Les tableaux 6.3 et 6.4 proposent un récapitulatif des méthodes a base de regles. En
conclusion, les premieres méthodes a bases de regles (méthodes CBA, CMAR, ARC)
sont exhaustives car elles génerent toutes les regles valides avant de n’en sélectionner
que certaines. Les méthodes plus récentes cherchent a limiter ’ensemble des regles géné-
rées en utilisant des heuristiques (méthodes CPAR, Harmony) ou encore en exploitant
les propriétés des bases de regles génériques (méthode GARCm), permettant ainsi de
diminuer de maniere conséquente les temps d’exécution.

Le tableau 6.5 propose une synthese détaillée des méthodes utilisant le treillis, en
indiquant le type d’apprentissage proposé (S=supervisé, NS=non supervisé). La figure
6.2 permet de situer ces méthodes. Elles peuvent étre regroupées selon qu’elles utilisent
seulement les concepts, les concepts et les regles, une double sélection, ou encore des
regles contextuelles. Ces méthodes se résument a une sélection de concepts, dans le but
d’identifier des groupes d’attributs fortement dépendants pour une méme classe d’ob-
jets. Une construction incrémentale du treillis est envisageable dans le but de réduire
du temps de traitement. Ainsi, il n’est pas nécessaire de reconstruire tout le treillis pour
prendre en compte de nouveaux objets.

Ces méthodes de classification issues de 'AFC ont été testées sur des bases dif-
férentes, et il reste difficile d’en établir un comparatif expérimental exhaustif. Les ré-
sultats expérimentaux mentionnés font cependant apparaitre des taux de classification
meilleurs que des classifieurs symboliques usuels que sont I'arbre de décision (méthodes
C4.5, CBA) ou le classifieur bayésien, et comparables & des classifieurs numériques
(méthode SVM). Ces méthodes varient selon plusieurs criteres dont 1'étape de discré-
tisation, mais aussi le treillis obtenu (souvent un treillis réduit & partir d'un critere de
validité des concepts), ou encore les algorithmes de classification utilisés. Leur principal
inconvénient reste le temps de calcul inhérent a la construction du treillis.
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TABLE 6.3 — Propriétés des méthodes de classification basées sur les regles d’association

Méthodes Génération des regles Elagage des regles

CBA Algorithme Apriori Oui, par le taux d’erreur
Support minimal pessimiste
Exhaustivité des regles

CMAR Basée sur FP-growth Oui, par précédence, par
Support et confiance minimaux corrélation positive et
Exhaustive par couverture de l'en-

semble d’apprentissage

ARC Extension d’Apriori (FP-Growth) Oui, par précédence des

Exhaustivité des regles regles spécifiques et par

couverture de 'ensemble
d’apprentissage

CPAR Extension A Priori (heuristique de gain | Non, sélection réalisée en
minimal) amont sur les motifs
Non exhaustivité des regles
HARMONY | Tri des motifs fréquents, méthode divi- | Non, sélection réalisée en
ser pour régner et recherche en profon- | amont sur les motifs

deur

Support minimal, élagage des motifs de
support équivalents, élagage des attri-
buts et des motifs non prometteurs
Non exhaustive

GARCm Regles de la base ZGB Oui, par couverture de
I’ensemble  d’apprentis-

sage

6.3 Meéthode NAVIGALA de classification par naviga-
tion

La synthese des méthodes de classification issues de 'AFC fait apparaitre qu’elles
cherchent avant tout a réaliser des regroupements d’attributs fortement dépendants
pour une meéme classe d’objets, en exploitant les regles d’association ou encore les
concepts du treillis des concepts.

Des stratégies reposant sur la structure du treillis elle-méme sont également envi-
sageables, ou il s’agit de l'utiliser comme un espace de recherche et de navigation de
maniere similaire a celle de I'arbre de décision. Intuitivement, en partant du concept
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TABLE 6.4 — Propriétés des méthodes de classification basées sur les regles d’association

(suite)
Méthodes Tri des regles Classification
CBA Oui, par précédence | La premiere regle vérifiée
et par erreur de classi- | par 'objet
fication de I’ensemble
d’apprentissage
CMAR Oui, par classe Ensemble de regles véri-
fiées par classe obtenant
le meilleur x? pondéré
ARC-AC et | Oui, par classe et par | Ensemble de regles véri-
ARC-BC précédence fiées par classe obtenant
la  meilleure confiance
moyenne
CPAR Oui, par classe et par | Ensemble des k£ premieres
estimation de l'erreur | regles vérifiées par classe
de Laplace (pouvoir | obtenant la meilleure es-
de prédiction) timation de Laplace
HARMONY | Oui, par classe et par | Ensemble de regles véri-
précédence fiées par classe obtenant
la  meilleure confiance
moyenne
GARCm Non La regle vérifiée qui ob-
tient le meilleur indice de
qualité

minimal, et en progressant vers le concept maximal, on observe une spécialisation de
I’ensemble des objets et une généralisation de I’ensemble des attributs, ce qui se traduit
pas une réduction du nombre d’objets au fur et & mesure que le nombre d’attributs aug-
mente. Plusieurs méthodes ont été proposées en ce sens dans un objectif de recherche
d’information [134], souvent en interaction avec I'utilisateur qui peut ainsi observer les
dépendances entre attributs.

Nous proposons une nouvelle méthode de classification par navigation dans le treillis
des concepts, nommée NAVIGALA (NAVIgation into GAlois LAttice). Ce principe de
classification par navigation a été initié dans le cadre de travaux de stage recherche
[35, 41], en collaboration avec Jean-Marc Ogier, les résultats encourageants obtenus
ont donné lieu & des publications [1, 17]. C’est dans le cadre des travaux de these de
Stéphanie Guillas [40] que nous avons développé la méthode NAVIGALA, dans un objectif
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FIGURE 6.2 — Points communs / différences des méthodes de classification par sélection
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de reconnaissance d’objets graphiques détériorés, et plus particulierement d’images de
symboles. Le verrou principal que nous avons levé ici est de proposer un mécanisme de
navigation dans un treillis similaire a celui proposé dans un arbre de décision. En effet,
le treillis propose a chaque étape de navigation non pas un ensemble d’attributs, mais
une famille de parties d’attributs.

Ces travaux ont fait I'objet de plusieurs articles de conférences qui décrivent les
premiers résultats [24, 27]; le mécanisme de génération a la demande permettant de
réduire le cout de génération du treillis tout en garantissant les mémes taux de recon-
naissance [8] ; un systeme itératif de reconnaissance [26, 29]. Une synthese a été publiée
récemment dans un article de revue [34], en collaboration avec Muriel Visani. La mé-
thode NAVIGALA a également été implémentée dans un logiciel du méme nom dans le
cadre d’un stage recherche [43]. Un mécanisme de discrétisation locale a récemment été
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TABLE 6.5 — Propriétés des méthodes de classification basées sur les treillis de Galois

Méthodes | Appren-| Construction Classification
tissage
GRAND | S et NS | Treillis Vote majoritaire parmi
Sélection des concepts les plus gé- | les regles les plus spéci-
néraux de chaque classe fiques pour 'objet
Extraction des regles de classifi-
cation
LEGAL | S Sup-demi treillis contenant les | Vote majoritaire parmi
concepts pertinents les concepts pertinents
GALOIS | S et NS | Treillis Concept le plus similaire
Sélection des concepts pertinents | pour l'objet
ou vote majoritaire
RULE- S Treillis Application de la pre-
ARNER Sélection des concepts pertinents | miere regle vérifiée par
Extraction des regles de classifi- | 'objet a classer
cation ou vote majoritaire
parmi les regles vérifiées
CIBLe S Sup-demi treillis Vote majoritaire parmi
Sélection des concepts pertinents | les plus proches voisins
Redescription du contexte
Sélection de prototypes
CLNN et | S Treillis Vote majoritaire parmi
CLNB Extraction des regles contex- | les classes retournées par
tuelles le classifieur NN ou NB
Sélection des regles pertinentes des regles contextuelles
vérifiées par 'objet

proposé en collaboration avec Nathalie Girard dans le cadre de sa theése en cours [23].

Les treillis générés par la méthode NAVIGALA a partir d’une signature numérique
discrétisée, ou plus généralement a partir d’un vecteur numérique de taille fixée, forment
une classe de treillis intermédiaire entre les modeles hiérarchiques d’arbre et les treillis
de maniere générale, que nous avons baptisés les treillis dichotomiques dans [26]. I
s’agit de treillis aux propriétés structurelles fortes qui peuvent s’interpréter comme la
fusion de tous les différents arbres de décision possibles [31, 18]. L’étude des treillis
dichotomiques fait 'objet de la these en cours de Nathalie Girard.

Cette section est consacrée a la description de la méthode NAVIGALA (section 6.3.1)
et des treillis dichotomiques (section 6.3.2).
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6.3.1 Description de la méthode NAVIGALA

Développée dans un objectif de reconnaissance d’images de symboles, la méthode
NAVIGALA traite des signatures d’images, et plus généralement des vecteurs de données
numériques. Chaque image - ou objet - est décrit par sa signature - un vecteur de valeurs
numériques - ainsi que par une identification de classe - un attribut discret - indiquant
la classe de I'image. La reconnaissance s’inscrit dans un processus de classification su-
pervisée qui s’articule classiquement autour de trois phases : préparation des données;
apprentissage ; classement.

Préparation des données

En classification supervisée, ’ensemble des données se décompose en deux bases
distinctes : une base d’apprentissage de données déja classées a partir desquelles le clas-
sifieur est généré; une base de wvalidation de données a classer. Ainsi, la préparation
des données sera différente selon que les objets appartiennent a la base d’apprentissage
ou a la base de validation. En effet, les données numériques de la base d’apprentis-
sage nécessitent d’étre transformées en données binaires pour construire le treillis des
concepts. Par ailleurs, I’attribut de classe est utilisé. En revanche, il n’est pas nécessaire
de binariser les données numériques de la base de validation, et I’attribut de classe n’est
utilisé que pour vérifier si le classement est correct ou non. Cependant, la stratégie de
validation par validation croisée nécessite que chaque objet apparaisse successivement
a la fois en base d’apprentissage et en base de test. C’est pourquoi le prétraitement des
données sera réalisé sur ’ensemble des données.

Pour que les données soient comparables entre elles, il est nécessaire qu’elles soient
tout d’abord mises dans un méme ordre de grandeur. La normalisation des données
est une transformation classique d’uniformisation des échelles et d’harmonisation des
données. La simple normalisation linéaire consiste a recaler I’ensemble des valeurs dans
un nouvel intervalle de données. La prise en compte de la distribution des valeurs permet
d’envisager une normalisation qui offre des propriétés intéressantes telle que la symétrie
des données, mais nécessite de faire une hypothese sur la loi de distribution. La plus
classique reste la normalisation selon une loi linéaire, qui integre la moyenne et 1’écart-
type des valeurs. NAVIGALA propose une normalisation des vecteurs de caractéristiques
suivant un loi linéaire et une loi normale.

Les données sont initialement décrites par une table de données numériques ou
chaque colonne correspond a une caractéristique ¢ € I, chaque ligne correspond a un
objet x € O décrit par son vecteur de caractéristiques normalisé (f1, ... f,). Une phase
de discrétisation permet de partitionner les valeurs des attributs en intervalles disjoints
qui forment ainsi un ensemble d’attributs discrets. A l'issue de cette discrétisation,
on obtient une table de données discretes ou chaque objet x € O est décrit par un
vecteur d’intervalles (v1,...,v,), chaque intervalle v; contient la valeur initiale f; de
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la caractéristique ¢ de 1'objet. Une binarisation permet alors d’obtenir des attributs
binaires qui s’organisent en contexte (O, I, R) ou chaque objet z € O est en relation
selon R avec un ensemble d’attributs discrets, chaque attribut discret v € I est un
intervalle issu d’une caractéristique ¢ qui contient la valeur initiale f; de l'objet. Les
caractéristiques non discrétisées au cours du traitement - i.e. dont les valeurs couvrent
un seul intervalle - ne sont pas intégrées dans la table binaire, conférant ainsi a la
méthode une propriété de sélection des caractéristiques. La connexion de Galois (a, 3)
portée par tout contexte (O, I, R) est la base de 'existence du treillis des concepts.

Dans NAVIGALA, plusieurs types de discrétisation sont proposés, qui different selon
les criteres utilisés :

Criteres de coupe : le critere de la distance maximale est un critere de coupe non
supervisé qui consiste a rechercher l'intervalle qui possede 1’écart maximal entre
deux valeurs consécutives lorsque ces valeurs sont triées par ordre croissant. Les
deux autres criteres proposés sont des criteres supervisés qui tiennent compte de
I’attribut de classe des objets. La fonction d’entropie est une mesure caractérisant
le degré de mélange des classes. Enfin, le coefficient de Hotelling tient compte a
la fois des distances entre les valeurs et des labels de classes pour maximiser la
distance entre les classes, et également minimiser la dispersion des classes.

Critere d’arrét : le critere d’arrét proposé par NAVIGALA est un critere supervisé
d’homogénéité défini par un seuil de pureté. La discrétisation s’arréte lorsque
les classes sont suffisamment pures, selon le seuil fixé. Ce critere correspond a la
séparation des classes lorsque le seuil est a 0, mais permet d’envisager une discréti-
sation de données non séparables - i.e. lorsque des objets de classes différentes ont
les mémes caractéristiques - lorsque le seuil est strictement positif. A nouveau,
la fonction d’entropie ou le coefficient d’Hotelling sont utilisés pour mesurer la
pureté des classes : plus la valeur est proche de 0, plus les classes sont homogenes.

La discrétisation est proposée en mode global ou en mode local. En mode global, la
discrétisation considere I’ensemble des données pour sélectionner a chaque étape, parmi
tous les points de coupe possibles entre deux valeurs contigiies d’'un méme intervalle de
valeurs d’une variable, celui qui séparera au mieux les objets. Rappelons que tous les
points de coupe potentiels pour toutes les variables - i.e. intervalles de valeurs - sont
testés, et la variable V' et le point de coupe ¢ entre deux valeurs consécutives de V
maximisant un critere de coupe donné sont retenus. Le traitement est réitéré jusqu’a
ce qu'un critere d’arrét soit vérifié, permettant ainsi de stopper la discrétisation. La
discrétisation globale est ainsi réalisée indépendamment de la méthode de classification
utilisée. A 'inverse, une discrétisation des données en mode local consiste a choisir la
segmentation qui permettra de discriminer au mieux les objets d’un sous-ensemble qu’il
s’agit d’identifier selon la méthode de fouille utilisée. La plupart des méthodes construi-
sant un arbre de décision proposent ainsi une discrétisation locale en sélectionnant a
chaque étape de construction un noeud de ’arbre dont les objets sont a discriminer.
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En collaboration avec Nathalie Girard, nous avons récemment proposé un algorithme
de discrétisation locale pour la méthode NAVIGALA. Chaque concept non homogene
(A, B) du treillis des concepts porte une information qui permet a la fois d’identifier
le sous-ensemble d’objets A a discriminer, ainsi que le sous-ensemble B d’intervalles
potentiels a discrétiser pour les discriminer. Il s’agit alors de déterminer l'intervalle
V((A, B)) de B dont le meilleur point de coupe ¢ permet de maximiser le critere de
coupe gain(V,c(A, B)) sur les seuls objets de A.

La génération du treillis étant tres cotiteuse, il n’est pas envisageable de générer 1’en-
semble des concepts du treillis a chaque étape de discrétisation pour sélectionner ceux
qu’il convient de discriminer. Les propriétés structurelles d’un treillis nous ont permis
d’identifier précisément certains concepts non homogenes a discrétiser. En effet, lorsque
le critere d’arrét n’est pas vérifié, alors il existe un ensemble d’objets a discriminer,
et décrits par le méme ensemble d’intervalles. Ces objets sont donc équivalents dans
la table binaire ou les attributs sont les intervalles déja créés, et appartiendront ainsi
aux meéemes concepts du treillis. En particulier, ils appartiennent au concept maximal
les contenant qui, par définition, est un concepts inf-irréductibles du treillis, concepts
particuliers définis dans la section 4.3 de la partie I. Par conséquent, lorsque le critere
d’arrét n’est pas vérifié, alors il existe un concept inf-irréductible (A, B) non homogene.
Les propriétés structurelles d’un treillis permettent de générer directement ses seuls
concepts inf-irréductibles a partir de la table binaire. La section 4.3 de la partie I est
consacrée a ce probleme algorithmique de génération des inf-irréductibles.

Considérons, pour une étape de discrétisation, ’ensemble M des concepts inf-irréductibles
non homogenes. Dans un premier temps, nous utilisons le critere de coupe pour calculer,
pour chaque concept (A, B) € M, l'intervalle V((A, B)), et son point de coupe ¢, candi-
dat a la discrétisation. Soit I, 'ensemble contenant, pour chaque concept (A, B) € M,
I'intervalle de B candidat a la discrétisation. L’intervalle V}; a discrétiser est ensuite
sélectionné parmi I,;, deux modes de sélection sont proposés :

Discrétisation locale simple :
Vir = argmazya per, (9ain(V, c, (A, B)) (6.9)
Discrétisation locale linéaire :

Vyr = argmazya pyer,, ( Z gain(V,c, (A', B')) (6.10)
(A",B')eM,VEB’

Alors que la discrétisation locale simple sélectionne 'intervalle V' (A, B) qui permet
d’obtenir le meilleur gain sur les objets A, la discrétisation locale linéaire integre éga-
lement I'impact du gain sur les objets A’ des autres concepts inf-irréductible (A’, B')
de M contenant l'intervalle. L’intervalle sélectionné V; est alors coupé en deux selon
son point de coupe ¢, puis remplacé par les deux intervalles ainsi créés. L’ensemble des
concepts inf-irréductibles du treillis est ensuite recalculé directement a partir de cette
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nouvelle table binaire, et seuls les concepts inf-irréductibles non homogenes sont sto-
ckés dans M. le processus est réitéré jusqu’a ce que tous les concepts inf-irréductibles
vérifient le critere d’arrét.

Ce processus est initialisé en créant, pour chaque caractéristique de la table initiale
de données continues, un intervalle - ou attribut - contenant ’ensemble des valeurs
observées. La table discrete ainsi composée d’intervalles est binarisée, et son treillis des
concepts contient alors un unique concept avec tous les objets et tous les intervalles. Ce
concept est un concept inf-irréductible du treillis qui, clairement, n’est pas homogene.
Il est utilisé pour initialiser ’ensemble M.

NAVIGALA propose ensuite d’étendre chaque intervalle issu du traitement de discré-
tisation en un nombre flou, ce qui permet d’affiner 'appartenance d’une valeur dans
I'intervalle au cours de la phase de classification, et ainsi d’en améliorer la robustesse.
En effet, le taux d’appartenance pu(x) d’une valeur x & un nombre flou est une valeur
comprise entre 0 et 1, plus x est proche de I'intervalle, plus u(x) sera élevé. La notion
de proximité se définit a partir du support [a,d] du nombre flou décrit par un trapeze
[a,b,c,d], ou [b,c] en est le noyau, i.e. l'intervalle initial. Etendre un intervalle [b, c|
en un nombre flou [a,b, ¢, d| consiste ainsi & définir les valeurs du support [a,b]. La
construction des nombres flous proposée par NAVIGALA integre a la fois la distance aux
intervalles voisins, ainsi que la distribution des valeurs dans l'intervalle :

a = b—0x min(d,-,d(g,c))
= c+0x min(d,+,d(b,q))

ou d,- (resp. d,+) est la distance avec 'intervalle précédent (resp. suivant) issu de la
méme caractéristique ; g est le centre de gravité des valeurs dans l'intervalle initial ; 0
est le parametre flou.

Lorsque le centre de gravité de la distribution des valeurs est plus proche d’une des
deux bornes de l'intervalle, alors le support sera plus grand du coté de cette borne.
Les distances d,- et d,+ sont nécessairement positives car les intervalles obtenus apres
discrétisation sont disjoints. Par ailleurs, chaque intervalle possede au moins un inter-
valle voisin car les primitives dont les valeurs n’ont pas été séparées n’apparaissent pas
dans la table. Dans le cas ou il n’existe qu’un seul intervalle voisin, la distance avec cet
intervalle est dupliquée, et le nombre flou obtenu est alors symétrique.

L)

a b c % d

FIGURE 6.3 — Exemple de nombre flou
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Apprentissage

L’apprentissage est réalisé sur une partie seulement des objets formant ainsi la
base d’apprentissage. Il s’agit de construire le treillis des concepts de la table binaire
(O,1I,(c, 5)) des objets de la base de test. L’indication de classe est ensuite utilisée
pour labéliser des concepts terminaux.

Le treillis se définit par un ensemble de concepts C muni d’une relation binaire <
entre concepts (cf Définition 11 de la partie I). Rappelons que chaque concept (A, B) € C
est composé d'un sous-ensemble d’objets A € O et d’attributs B € [ tels que B = a(A)
et A = B(B). Larelation < est une relation de subsomption/généralisation définie, pour
deux concepts (A1, By) et (Asg, Bs), par

(Al,Bl) < (A27BQ> <— B C By <— Al D) A2 (611)

Lors de l'étape de discrétisation, les caractéristiques dont les valeurs ne se parti-
tionnent qu’en un seul intervalle ne sont pas considérées. Par conséquent, il ne peut
exister d’intervalle associé a tous les objets, et 1’élément minimal du treillis est alors
égal & L = (O,a(0)) = (O, 0). Par ailleurs, les intervalles construits étant disjoints, il
ne peut exister d’objet associé a tous les intervalles, et le concept maximal du treillis
est alors égal a T = (8(1),1) = (0,1).

L’algorithme de génération du treillis utilisé par NAVIGALA est une adaptation de
'algorithme de Bordat [8] qui calcule directement le diagramme de Hasse du treillis, et
plus précisément la relation de couverture entre les concepts, utilisée lors de la phase de
classification pour naviguer dans le treillis. Le principe de cet algorithme est simple : il
s’agit de générer récursivement les successeurs d’un concept dans le diagramme de Hasse,
a partir du concept minimal L. Le calcul des successeurs immédiats d'un concept (A, B)
s’effectue sur la base du théoreme de Bordat [86] qui établit qu’ils sont en bijection avec
les sous-ensembles minimaux par inclusion d’une certaine famille définie sur I \ B (cf
Algorithme 7 de la partie I).

Une fois le treillis généré, NAVIGALA propose de sélectionner les concepts vérifiant
un critere d’homogénéité défini par le méme seuil que celui utilisé pour définir le critere
d’arrét de la discrétisation. Les concepts ainsi sélectionnés deviennent des concepts
terminaux pour la classification par navigation. Plus précisément, pour chaque concept,
la classe majoritaire des objets qu’il contient ainsi que le taux d’objets lui appartenant
sont calculés. Lorsquun concept possede suffisamment d’objets d'une méme classe, i.e.
lorsqu’il est suffisamment pur selon le seuil de pureté fixé, il est alors labélisé par cette
classe, et devient un concept terminal. Un seuil fixé a 0 indique qu’un concept sera
terminal lorsque tous les objets qu’il contient appartiennent a la méme classe. Lorsqu’un
concept est terminal, tous ses successeurs dans le treillis le sont également, a I'exception
du concept maximal T = (), I) car il ne contient pas d’objets. Il est nécessaire que tous
les co-atomes du treillis - les prédécesseurs immédiats de 1’élément maximal - soient des
concepts terminaux, ce qui est garanti lorsque le seuil de pureté utilisé est supérieur
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ou égal a celui utilisé pour définir le critere d’arrét de la discrétisation. C’est pourquoi
la méthode NAVIGALA utilise le méme seuil de pureté que celui défini pour le critere
d’arrét. Cependant, d’autres criteres sont envisageables.

L’algorithme de construction du treillis de Galois utilisé en permet une génération
a la demande. En effet, la reconnaissance par navigation nécessite I’exploration dune
partie seulement du treillis. C’est pourquoi les successeurs d’'un concept (A, B) peuvent
étre générés seulement lorsqu’ils sont nécessaires a la navigation dans le treillis durant la
phase de classification. La génération a la demande permet ainsi d’éviter la construction
complete du treillis, dont la taille est exponentielle dans le pire des cas, et ainsi de réduire
considérablement le temps de calcul de I’étape d’apprentissage.

Classification

La classification est réalisée sur une partie seulement des objets formant ainsi la base
de validation. 11 s’agit de classer chaque objet requéte x de cette base, décrit par son
vecteur de caractéristiques normalisé (f1,... fn)-

la classification s’effectue par navigation dans le treillis, a partir du concept minimal
1 = (0,0), jusqu'a ce qu'un concept terminal soit atteint. La classe labélisant ce
concept lui est alors affectée. Intuitivement, au cours de la progression dans le treillis,
la description de 'objet requéte est affinée, jusqu’a ce qu’elle soit jugée suffisamment
proche d'un ensemble d’objets appartenant a un méme concept terminal. A chaque
étape de navigation, les intervalles des concepts successeurs du concept courant sont
considérés, et le concept contenant les intervalles flous les plus proches sont sélectionnés,
selon une mesure de distance et un critere de choix. Lorsque le concept terminal contient
des objets de plusieurs classes - dépendant du seuil de pureté utilisé pour identifier les
concepts terminaux - il est alors possible de retourner I'ensemble de ces classes triées
selon le taux d’appartenance des objets du concept a chacune des classes, la classe
majoritaire étant alors placée en premiere position.

Plus formellement, une étape élémentaire de navigation se définie pour un concept
courant (A, B) - initialement L = (O, ) - ou B représente ’ensemble des attributs déja
validés - i.e. les intervalles flous - et A I'ensemble des objets possédant tous les attributs
de B. Par conséquent, les classes des objets de A sont candidates a la classification de
x. Le nouveau concept courant est alors sélectionné parmi ’ensemble des successeurs
immédiats (Ay, By), ..., (An, Bn) de (A4, B) dans le treillis, en validant un ou plusieurs
attributs.

Par définition de la relation successeur du treillis, chaque ensemble d’attributs B;
contient les attributs de B car B C B;. Sachant que ’ensemble des attributs de B a déja
6té validé, il est possible d’identifier 'ensemble B; = B; \ B des attributs candidats a
la validation pour chaque concept (A;, B;). Les attributs candidats a la validation pour
’ensemble des concepts successeurs forment ainsi une famille B :

B={B; : (A;, B;) successeur de (A, B)} (6.12)
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Cette famille forme alors une partition car les parties qu’elle contient sont disjointes.
En effet, si deux parties B; et Bj ne sont pas disjointes, alors B; N B; # B. La propriété
de stabilité par intersection d’un treillis (cf Section 2.3) permet d’en déduire qu’il existe
un concept a la fois successeur de (A, B) et prédécesseur de (4;, B;) et (A;, B;). Ce qui
contredit le fait que (A;, B;) et (A;, B;) soient successeurs de (A, B) dans le diagramme
de Hasse du treillis.

L’étape élémentaire de navigation considere parmi la famille d’attributs candidats
B Tensemble d’attributs B; qui se rapproche au mieux du vecteur de caractéristiques
de T'objet requéte x. Il s’agit pour cela de définir un critére de choiz qui repose sur
une mesure de distance d(z,v) entre le nombre flou v dont le noyau est un intervalle
construit par discrétisation d’une caractéristique k, et la jeme caractéristique de I'objet
requéte x :

d(z,v) =d(fi;,v) =1— u(fi,v) (6.13)
Cette mesure integre ainsi la distribution des valeurs de l'intervalle noyau du nombre
flou, ce qui lui conféere une meilleure robustesse.

Plusieurs criteres du choix d'un ensemble B; parmi B sont envisageables :

1. Choisir 'indice ¢ tel que la somme des distances entre = et chaque intervalle v de
BZ- soit minimal :
i = Argmini—1. m(E,cp.d(x,v)) (6.14)

2. Choisir i tel que ’ensemble B; contient le nombre maximal d’intervalles parmi les
k plus proches intervalles de z :

;= A'r’gmaxizlmmH?i ﬂ{v(l), . ,v(q)}| (6.15)

ot les v correspondent aux intervalles de B, triés par ordre décroissant de dis-
tances d(x,v"%)) et ¢ est un parametre & fixer.

3. Choisir i tel que I'ensemble B; contient le nombre maximal d’intervalles situés a
une distance de z inférieure & un seuil ¢ donné :

i = Argmazi—_n|{v € B; : d(xz,v) < c} (6.16)

Le premier critére, défini de maniére globale pour chaque B;, posséde I'inconvénient
de noyer le bruit. Le second critere de choix suit le principe des k£ plus proches voisins,
alors que le troisieme critere en est un cas particulier. Ces criteres étant locaux pour
chaque ¢ = 1...n, on peut en imaginer des plus sophistiqués par combinaison. Le critere
utilisé par NAVIGALA est ainsi une combinaison de ces trois criteres :
— Appliquer le troisieme critere avec ¢ = 0, ce qui correspond a considérer 1'appar-
tenance directe au support de chaque intervalle v € B;.

— Ensuite, en cas d’ambigiiité, appliquer le troisieme critere avec 0 < ¢ < 1, ce qui
correspond a étendre progressivement la distance considérée, jusqu’a atteindre le
support du nombre flou.
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— En cas d’ambigiiité, appliquer ensuite le premier critere.

Enfin, le mécanisme de génération a la demande propose de générer et éventuelle-
ment labéliser les successeurs d'un concept (A, B) non pas en phase d’apprentissage,
mais en phase de classification, lorsque (A, B) est le concept courant. Ce mécanisme in-
duit un cout de classification supplémentaire, mais permet de réduire considérablement
le cotuit de la phase d’apprentissage.

Conclusion

Cette partié dédiée a la description de la méthode NAVIGALA, reprend les grandes
étapes usuelles d’un processus de reconnaissance, a savoir la préparation des données,
I’apprentissage et la classification :

Préparation des données. Lors de cette premiere étape, les données sont tout d’abord
normalisées, puis discrétisées selon un critére de coupe et un critere d’arrét défini
par un seutl de pureté, en mode global, local ou encore local linéairement. Fina-
lement, la binarisation permet d’obtenir une table binaire, appelée contexte en
AFC, sans parameétres supplémentaires.

Apprentissage. Le treillis des concepts est généré a partir du contexte, aucun para-
métrage n’est nécessaire. Ensuite, la sélection des concepts terminaux du treillis
reprend le critere de pureté utilisé pour discrétiser les données. La possibilité d'une
génération a la demande permet de réduire le temps nécessaire a la génération du
treillis en apprentissage, tout en garantissant les mémes taux de reconnaissance.

Classification. La classification d’un symbole a reconnaitre s’effectue par une navi-
gation dans le treillis généré, au moyen d'une mesure de distance paramétrable
selon un taux de flou.

L’utilisation du classifieur nécessite la prise en compte de parametres pour seule-
ment deux des trois étapes, a savoir la discrétisation et la classification. La méthode
NAVIGALA a été implémentée dans un logiciel du méme nom dédié a la reconnaissance
d’images de symbole, avec une premiere phase d’extraction des données a partir des
images paramétrables par le choix d'une signature a extraire de I'image. Par consé-
quent, des expérimentations sont nécessaires pour adapter le calibrage de ces différents
parametres en fonction des données initiales. Proposée récemment, la discrétisation lo-
cale n’est pas implémentée dans ce logiciel.

Plusieurs extensions de la méthode NAVIGALA sont envisageables. Citons la possi-
bilité d’extension au cas non supervisé qui nécessiterait une étude de criteres d’arrét de
la discrétisation, et de sélection des concepts terminaux non supervisés. L’intégration
d’attributs symboliques, possible lors de la phase de préparation des données, permet
d’étendre la méthode NAVIGALA pour tout type de données initiales. Une adaptation
de la mesure de distance a ces attributs symboliques serait néanmoins nécessaire.
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Par ailleurs, I'exploitation conjointe de la génération a la demande et de la dis-
crétisation en mode local permet d’intégrer dynamiquement de nouveaux attributs au
processus de classification, et ainsi d’envisager la mise en place de mécanismes de bou-
clage de pertinence, et d’adaptativité de la méthode. En effet, lorsque les attributs
candidats pour deux concepts successeurs C; et Cy sont trop proches, il est alors en-
visageable d’utiliser de nouveaux attributs pour séparer aux mieux les objets de ces
concepts. Ces nouveaux attributs peuvent alors étre intégrés dynamiquement a la table
initiale puis discrétisés en mode local, et ainsi étre pris en compte dans le calcul des
successeurs immédiats. Une autre possibilité serait de construire le treillis pour ces seuls
nouveaux attributs, dans le but de choisir entre C; et C5. Un mécanisme incrémental
de génération pourrait alors étre utilisé.

La méthode NAVIGALA utilise le treillis dans sa globalité pour une classification par
navigation, et se distingue ainsi de la stratégie par sélection commune aux méthodes
issues de ’AFC présentées dans la section 6.2 - sélection de concepts, de regles ou encore
de prototypes - qui cherchent a regrouper des attributs fortement dépendants pour une
meéme classe d’objets. La stratégie mise en oeuvre induit une différence de comportement
vis-a-vis des données, et en particulier lorsque des classes sont faiblement représentées,
lorsque les données sont bruitées, ou encore lorsque le nombre de classes est élevé.

Classes faiblement représentées. Dans les méthodes orientées sélection, le fait de li-
miter 'apprentissage aux objets les plus représentés, implique que certaines classes
d’objets faiblement représentées peuvent étre exclues de 'apprentissage. Ainsi
avec la méthode Legal, un sous-ensemble d’objets d’apprentissage ayant des at-
tributs tres similaires, ou des objets d’apprentissage isolés, vérifieront tres peu
de concepts pertinents et ne pourront donc pas étre reconnus. A l'inverse, dans
NAVIGALA, I'ensemble des objets est conservé, sans favoriser les plus représentés,
ce qui permet d’étre plus exhaustif. En ’état actuel des choses, la détection de
données d’apprentissage aberrantes n’est pas possible. Elles sont intégrées dans le
treillis, alors qu’en sélection, les données aberrantes a faible occurrence sont bien
supprimées.

Robustesse au bruit. La navigation permet d’éviter dans une certaine mesure, 'in-
fluence d’un bruit porté sur plusieurs attributs. En effet, les attributs sont validés
les uns a la suite des autres et non par une moyenne, comme dans les méthodes
orientées sélection. De plus, 'ordre de validation des attributs est modifiable en
fonction de leur robustesse au bruit. Les attributs les plus représentés sur les ob-
jets sont proposés au début du parcours du treillis et la fréquence diminue lors de
la progression dans le treillis. Enfin, la mesure de distance floue permet d’assouplir
les bornes des intervalles caractérisant les attributs et d’absorber les perturbations
des valeurs engendrées par le bruit. La robustesse au bruit reste un probleme pour
les méthodes par sélection. Alors que LEGAL résiste bien au bruit grace a un cri-
tere de validité et de quasi-cohérence, le choix des seuils pour ces criteres reste
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difficile [160].

Nombre élevé de classes. Certains algorithmes de sélection ne sont pas prévus pour
gérer un grand nombre de classes. Ainsi, CIBLe a des difficultés a caractériser
des données contenant un grand nombre de classes surtout lorsqu’elles sont com-
plexes [163]. En navigation, il est possible d’effectuer la classification en plusieurs
phases et en utilisant différents types de signatures par intégration dynamique de
nouveaux attributs, de maniere itérative ou non.

6.3.2 Treillis dichotomiques

Dans le domaine de la recherche, il est essentiel de créer des ponts entre les différents
outils qui peuvent étre issus de divers domaines. Ces liens entre les domaines permettent
de ne pas redécouvrir les mémes résultats sous des formalismes différents. Concernant
le treillis de Galois, le lien existant entre les treillis et les algorithmes génétiques [164]
a été identifié des 1987. Des points communs avec les rough sets [167] et les réseaux
de neurones [166] ont également été observés. Plus récemment, il a été montré qu’un
sup-demi treillis pouvait étre assimilable a I’architecture d’un réseau de neurones multi-
couches [160], particularité exploitée pour proposer une nouvelle approche de génération
de leur architecture [186].

Ces liens sont importants car ils permettent de mieux situer les outils les uns par
rapport aux autres et d’engager une réflexion plus poussée sur leurs forces et leurs
faiblesses. Ainsi les liens que nous avons pu identifier entre les structures arborescentes
et les treillis obtenus par la méthode NAVIGALA sont une contribution en ce sens,
qui permettent d’envisager des structures hybrides de classification intermédiaires entre
arbre et treillis, dans le but a la fois d’améliorer les performances de ’arbre et de limiter
la trop grande taille du treillis, tout en garantissant la lisibilité de ces structures.

Treillis dichotomiques

Les treillis générés par la méthode NAVIGALA consituent une classe de treillis aux
propriétés particulieres que nous avons appelés les treillis dichotomiques :

Définition 15 Un treillis est dit dichotomique lorsqu il obtenu a partir d’une table de
données numériques discrétisées en intervalles disjoints.

On montre facilement que les treillis générés par NAVIGALA possedent deux pro-
priétés structurelles fortes, introduites dans la section 2.2 de la partie I, & savoir la
V-complémentarité et la co-atomisticité :

Co-atomisticité : Rappelons qu’un treillis est co-atomistique lorsque I’ensemble de
ses inf-irréductibles - i.e. les concepts maximaux contenant les objets - sont des
co-atomes - i.e. des concepts couvrant 1’élément maximal. Dans la méthode NA-
VIGALA, chaque objet est initialement décrit par un vecteur de caractéristiques
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de méme longueur. Apres discrétisation, il est ensuite décrit par un méme nombre
d’intervalles, un intervalle pour chaque caractéristique. Par conséquent, les concepts
maximaux contenant les objets - les concepts inf-irréductibles - ne peuvent étre
comparables entre eux dans le treillis, et sont donc nécessairement des co-atomes.

V-complémentarité : Rappelons quunn treillis est VV-complémenté lorsque pour tout
concept (A, B) du treillis, il existe toujours un concept complémentaire (A’, B)
tel que :

(A,B)V(A,B")=(ANA a(ANA))=(0,1)=T (6.17)

Un résultat de la théorie des treillis établit que tout treillis co-atomistique est V-
complémenté. Les treillis dichotomiques sont donc V-complémentés. En effet, les
intervalles créés lors de la discrétisation d’une méme caractéristique sont disjoints,
donc mutuellement exclusifs. Ainsi, pour chaque intervalle z, si on considere 1’en-
semble X des intervalles distincts issus de la méme caractéristique, (v ¢ X) alors
les attributs de {z} U X sont mutuellement exclusifs, ne pouvant partager des
objets communs. Par conséquent, pour tout concept (A, B) du treillis contenant
un attribut x, et pour tout concept (A’, B') contenant des attributs de X, alors
ces deux concepts ne peuvent partager des objets communs, AN A" = (). Ils sont
donc V-complémentaires.

A Tinverse, tout treillis co-atomistique n’est pas toujours un treillis dichotomique.
Considérons, a titre de contre exemple, les treillis booléens. 11 s’agit de treillis qui sont co-
atomistiques, donc V-complémentés. Cependant, ils ne sont pas dichotomiques. En effet,
il n’est pas possible d’identifier, via leur table, un ensemble d’attributs complémentaires
X pour chaque attribut z.

Structures arborescentes de classification

Les arbres de décision et les méthodes de classification hiérarchique sont deux ap-
proches classiques manipulant une structure arborescente, et dont nous rappelons brie-
vement les particularités :

Arbre de décision. Depuis les années 1960-1970, I'arbre de décision a fait I'objet de
nombreux travaux de recherche [173, 174] ou il peut se définir dans un contexte
supervisé ou non. Il s’agit d'une structure reconnue pour sa lisibilité, ainsi que
pour sa capacité a sélectionner des variables discriminantes.

Construit a partir de la racine, I’arbre de décision nécessite un critere de seg-
mentation pour sélectionner - voire discrétiser si nécessaire - a chaque étape un
attribut de la table de maniere a partitionner les objets en sous-ensembles dis-
tincts formant ainsi les noeuds fils. Le processus est ensuite réitéré sur chacun
des sous-ensembles, jusqu’a satisfaire un critere d’arrét, généralement une mesure
de la pureté des feuilles qui integre I'information de classe des objets qui la com-
posent. L’arbre est utilisé comme une structure de navigation a partir de sa racine,
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jusqu’a ce qu'une feuille soit atteinte, elle porte une indication de classe qui est
le résultat de la classification. A chaque noeud de I'arbre correspond une étape
élémentaire de classification qui propose un ensemble d’attributs pour le test, un
attribut étant proposé pour chacun des fils.

Les méthodes de génération de I'arbre de décision les plus connues sont ID3 [171],
C4.5 [170], CART [129] et Chaid [147]. Ces méthodes de construction d'un arbre se
distinguent de par les criteres de discrétisation utilisés (global ou local, supervisé
ou non supervisé, critere de coupe, ...) mais aussi de par la stratégie utilisée dans
une phase d’élagage de I'arbre, phase de test intermédiaire entre apprentissage et
classification qui permet d’améliorer ’arbre en supprimant certaines branches.

Classification hiérarchique. Les méthodes de classification hiérarchique sont des
méthodes classiques de classification non supervisée - segmentation - ou il s’agit
de réaliser des regroupements au sein d’un ensemble d’objets. Ces méthodes visent
a construire un dendogramme, structure arborescente valuée qui illustre ’arrange-
ment de groupes d’objets générés par un regroupement hiérarchique. La valuation
du dendogramme permet de définir une segmentation comme la troncature de
I’arbre a un niveau donné, troncature qui forme alors une partition de I’ensemble
des objets en différents clusters. Il existe plusieurs partitions de plus en plus fines :
la premiere indique deux clusters (troncature apres la racine) ; la derniere indique
un objet par cluster (troncature avant les feuilles).

La hiérarchie peut étre générée de facon ascendante ou descendante. La classifi-
cation hiérarchique ascendante procede par fusions successives de regroupements
- ou clusters - déja existants, les objets sont considérés comme des clusters sin-
gletons. A chaque étape, les deux clusters les plus proches sont fusionnés, ou la
proximité dépend d’une mesure de distance entre clusters. Le processus s’arréte
lorsque le cluster fusionné contient tous les objets, ce qui correspond a la racine.
On trouve plusieurs méthodes de classification hiérarchique ascendante, qui se
distinguent de par la mesure de distance utilisée.

A Tinverse, la classification hiérarchique descendante considere initialement 1’en-
semble des objets comme un seul cluster, puis opere par scissions successives
jusqu’a obtenir des clusters singletons correspondant aux feuilles de 1'arbre. La
scission est réalisée de facon a créer deux clusters bien séparés, de distance maxi-
male. Le principal inconvénient de cette méthode réside dans le cotit de 'opération
de scission car il s’agit de tester toutes les scissions possibles. Cette difficulté est
habituellement contournée en considérant les scissions sur la base des valeurs
prises par les objets sur une seule variable.

La technique classification hiérarchique descendante, également connue sous la
dénomination d’arbre de segmentation, est tres proche de l’arbre de décision.
L’arbre de décision est utilisé dans le cas supervisé, ce qui lui permet d’intégrer
les modalités d'une variable de classe pour une scission plus efficace.
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Liens entre treillis dichotomiques et structures arborescentes

La méthode NAVIGALA propose un mécanisme de navigation similaire a celui de
I’arbre de décision. La navigation dans ces deux structures se distingue cependant de
par le fait que I'arbre propose a chaque étape de classification un ensemble d’attributs
a tester, alors qu’il s’agit d’une famille d’attributs - plus précisément une partition -
pour NAVIGALA. Par conséquent, la navigation proposée au sein du treillis est plus
générique. La navigation au sein d'un arbre en est une restriction, avec une famille
composée d’ensembles singletons, ce qui simplifie ’expression du critere de choix.

En conséquence, il est possible d’associer un unique concept a chaque noeud n de
I'arbre de décision via la connexion de Galois («, ) de la table binarisée de ses attributs
discrets. Ce concept se définit par :

(B(By), a(B(By))- (6.18)

Il s’agit du plus petit concept contenant I'ensemble des attributs B,, proposés depuis
la racine jusqu’au noeud n. Par ailleurs, pour tout noeud n’ du sous-arbre issu de
n, l'inclusion B, C B,  clairement vérifiée implique que le concept associé a n’ est
successeur du concept associé a n selon la relation < entre concepts. Ce qui permet de
déduire que tout arbre est inclus dans le treillis, lorsqu’ils sont définis pour un méme
ensemble d’attributs discrets.

Les arborescences hiérarchiques sont quant a elles centrées objets et non attributs.
Une hiérarchie est une famille F de parties d’objets, qui contient I’ensemble de tous
les objets, mais également les singletons, et qui vérifie la propriété suivante pour deux
parties distinctes F' et F’ de la famille :

FNF =QouFCF ouF CF (6.19)

La famille F ordonnée par inclusion forme nécessairement un arbre. De plus, la famille
F U vérifie la propriété de stabilité par intersection, propriété caractéristique d’'une
famille de Moore, ou encore d'un treillis des fermés introduite dans la section 2.3. Par
conséquent, toute arborescence hiérarchique est inclue dans le treillis des fermés définis
sur le méme ensemble d’objets.

Ces deux constations permettent facilement d’établir qu'une structure arborescente
définie a partir de données discretes est inclue dans le treillis de la table binarisée.
L’inclusion de I'arbre dans le treillis est vérifiée dans le cas général. Ce lien d’inclusion
se trouve renforcé par un lien de fusion vérifié pour les treillis dichotomiques :

Lien d’inclusion. Toute structure arborescente est inclue dans le treillis.

Lien de fusion. Le treillis dichotomique est la fusion de toutes les structures arbores-
centes.

Le lien d’inclusion est une conséquence immédiate de la propriété de fermeture
d’un treillis. La propriété de fusion se déduit quant a elle de la V-complémentarité.
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Elle est par conséquent propre aux treillis dichotomiques et renforce ainsi les liens
structurels entre treillis dichotomiques et arbres de classification. Nous en donnons une
preuve constructive dans [18] en montrant que tout sous-arbre maximal d'un treillis
dichotomique est un arbre qui sépare les objets de classes différentes.

De cette preuve nous avons déduit un algorithme d’extraction d’un arbre de décision
a partir d'un treillis dichotomique [18]. Il s’agit d’un algorithme qui prend en parameétre
I’arité de 'arbre a générer, un critere de sélection d’un noeud parmi un ensemble de
concepts ainsi qu'un critére d’arrét précisant s’il s’agit ou non d’une feuille (souvent une
mesure pureté du concept). Initialement appelé pour le concept minimal du treillis, cet
algorithme sélectionne a chaque étape un concept successeur (A, B), puis un ou plusieurs
concepts complémentaires de (A, B) selon les parametres de sélection et d’arité. Les
concepts ainsi sélectionnés seront des fils du concept courant dans I'arbre, et le processus
est réitéré jusqu’a ce que les concepts sélectionnés vérifient le critere d’arrét. L’arbre
ainsi généré est défini a partir des mémes attributs binaires que le treillis. Différents
criteres de sélection sont envisageables permettant d’intégrer a la fois des informations
statistiques (concept le plus hétérogene, ....), mais aussi structurelles (concept dont le
sous-arbre est de hauteur /largeur minimale/maximale).

Les liens structurels similaires entre treillis et structures arborescentes ont été ex-
plorés sous différentes formes. Citons quelques travaux menés en ce sens :

1. La propriété de V-complémentarité a été exploitée pour introduire la notion de
table dichotomique dans [58]. Une table dichotomique y est définie par 'existence
d’un unique attribut complémentaire T pour tout attribut binaire x. La propriété
d’unicité étant ici ajoutée a celle de complémentarité, ceci signifie que tout objet
possede soit I'attribut z, soit son complémentaire 7. Il est possible de transformer
une table binaire quelconque en une table dichotomique en lui ajoutant tous les
attributs complémentaires manquants. Le nombre d’attributs dans la table peut
alors doubler et le nombre de concepts du treillis peut croitre de fagcon exponen-
tielle. Il apparait clairement que tout treillis issu d’une table dichotomique est
un treillis dichotomique, alors que l'inverse n’est pas toujours vrai. Plus précisé-
ment, ces treillis sont V-complémentés, et vérifient en plus la propriété d’unicité
du concept complémentaire.

2. Une comparaison structurelle [151, 152] entre le treillis issu d'une table dichoto-
mique et tout arbre de décision issu de cette méme table a permis d’établir les
résultats suivants :

— Toute branche maximale de l'arbre correspond a une chaine maximale du
treillis, ou une branche maximale est une section de ’arbre partant de la racine
allant jusqu’a une feuille et contenant tous les noeuds intermédiaires.

— Toute chaine maximale du treillis correspond a une branche maximale de
I’arbre, ou une chaine maximale est une chaine du diagramme de Hasse du
treillis partant du concept minimal allant jusqu’au concept maximal et conte-
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nant tous les concepts intermédiaires.

3. Les travaux décrit dans [131] s’intéressent & 1’étude théorique de structures de
classification utiles en analyse des données, c’est a dire ayant des propriétés plus
générales que les hiérarchies mais tout de méme représentables globalement avec
un nombre polynomial de classes. Ces travaux ont mis en avant la classe des
treillis démentalables [132] qui forment une généralisation aux treillis des arbres
de classification.

4. Dans une étude récente [126], un arbre de hauteur maximale est extrait & partir
d’un treillis quelconque. Ses taux de reconnaissance améliorent ceux des arbres de
décision générés par CART ou C4.5 sur plusieurs bases, offrant ainsi des perspec-
tives intéressantes.

Perspectives

Une application directe du lien de fusion entre un treillis dichotomique et les struc-
tures arborescentes issues des mémes données, conséquence directe de la V-complémentarité
des treillis dichotomiques, serait d’extraire du treillis des structures arborescentes qu’il
s’agirait ensuite de fusionner pour créer une structure hybride de classification inter-
médiaire entre arbre et treillis, dans le but a la fois d’améliorer les performances de
I’arbre et de limiter la trop grande taille du treillis, tout en garantissant la lisibilité de
ces structures.

Une autre approche serait de ne conserver dans le treillis que les concepts suffisam-
ment pertinents pour la navigation. Dans des travaux récents [148|, une étude compa-
rative entre quelques mesures de pertinence proposées pour une meilleure robustesse au
bruit laisse envisager des perspectives intéressantes pour la stratégie de classification
par navigation. En particulier, la mesure de stabilité d'un concept [153], qui mesure
la proportion de parties des objets d'un concept dont la fermeture correspond a ce
méme concept, permet d’identifier si un concept dépend ou non d’objets particuliers.
La structure composée des concepts les plus stables, structure hybride entre arbre et
treillis car les concepts stables peuvent se situer n’importe ou dans le treillis, laisse
également envisager une amélioration de la stratégie de classification par navigation.

A Tinverse, les criteres plus classiques de sélection de concepts proposés dans le but
de réduire la taille du treillis s’apparentent le plus souvent a un mécanisme d’élagage
dans le treillis. Ainsi, I'extraction de regles d’association utilise la mesure de fréquence
pour réduire le treillis a sa partie inférieure appelée Iceberg de Galois. Les méthodes de
classification issues de ’AFC utilisent quant a elles une mesure supervisée d’homogénéité
pour sélectionner un sous-ensemble de concepts situé dans sa partie supérieure.

Les propriétés des treillis dichotomiques - conséquence directe de la discrétisation en
intervalles disjoints proposée par NAVIGALA - permettent d’envisager une algorithmique
adaptée a cette classe de treillis. Par exemple, la propriété de co-atomisticité permet
d’améliorer le cout de la discrétisation locale que nous avons proposée. En effet, a
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chaque étape de discrétisation, des concepts particuliers a discriminer sont générés, il
s’agit des inf-irréductibles du treillis, a l'aide d’'un algorithme de génération des inf-
irréductibles dont la complexité est élevée (cf section 4.3 de la partie I). Lorsque le
treillis est co-atomistique, alors tous les inf-irréductibles sont les co-atomes du treillis,
et leur génération consiste a calculer les seuls co-atomes a ’aide d’'un algorithme plus
efficace, et ainsi d’en améliorer le temps de calcul. En effet, les co-atomes étant les
concepts prédécesseurs immédiats du concept maximal T, il suffit pour les obtenir de
calculer les successeurs immédiats du concept minimal 1 du treillis de la table inversée.
L’algorithme de discrétisation locale proposé laisse également envisager un mécanisme
de génération incrémentale spécifique aux treillis dichotomiques. Des travaux en ce sens
sont en cours.

6.4 Expérimentations

Cette section a pour objectif de présenter plusieurs résultats expérimentaux. Ces ex-
périmentations ont pour la plupart été réalisées en collaboration avec Jean-Marc Ogier
et Stéphanie Guillas, dans le cadre de ses travaux de these [40]. Les expérimentations
autour de la discrétisation locale ont quant a elles été réalisées en collaboration avec
Muriel Visani et Nathalie Girard, dans le cadre de ses travaux de these en cours. L’expé-
rimentation sur la génération multi-processeur d'un treillis a été réalisée en collaboration
avec Antoine Mercier et Romain Bertrand, dans le cadre de son stage de master [37].

La premiere série d’expérimentations (Section 6.4.1) a pour but de paramétrer la
méthode NAVIGALA dans un objectif de reconnaissance de symboles. Une seconde série
d’expérimentations (Section 6.4.2) vise a positionner NAVIGALA par rapport a d’autres
classifieurs usuels pour des images de symboles sur les symboles, ou encore a des mé-
thodes issues de I’AFC pour des données numériques quelconques.

6.4.1 Paramétrage de la méthode NAVIGALA

Un premier objectif de cette expérimentation concerne le réglage des parametres de
la méthode NAVIGALA. Cette méthode ayant été développée dans un objectif de recon-

naissance de symboles, les tests ont été réalisés sur des images de symboles segmentés
de la base GREC : GREC 2003 et GREC 2005 (Graphics RECognition) [175, 176].

Symboles de la base GREC

Les images que nous considérons sont des images pré-segmentées issues de docu-
ments techniques, de plans architecturaux, ou encore de diagrammes électriques (cf
Figure 6.4). Il s’agit d’images détériorées, et les origines de la détérioration des images
sont variées : détérioration du papier (taches, parties effacées), des objets ou des dis-
torsions de numérisation vectorielle dans le cadre des symboles écrits a la main.
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FIGURE 6.4 — Exemples de symboles

Plusieurs signatures sont extraites des images de symboles : des signatures statis-
tiques (les invariants de Fourier-Mellin [137], la transformée de Radon [172], les mo-
ments de Zernike [184]), ainsi qu’une signature structurelle adaptée aux symboles que
nous avons développée [19], décrite dans la section 7.1.2. Rappelons que les signatures
statistiques décrivent la distribution spatiale des valeurs des pixels, alors que les signa-
tures structurelles décrivent ’organisation spatiale ou topologique des relations entre
des primitives issues de I'image.

Les bases GREC [175, 176] (Graphics RECognition) sont composées d’images de
symboles segmentés, c¢’est-a-dire isolés. Elles ont été créées pour un concours de recon-
naissance de symboles organisé au cours de l'atelier Graphics Recognition qui a lieu
tous les 2 ans. Les bruits appliqués sur les images reproduisent les déformations qui
peuvent survenir lors de l'utilisation d’un photocopieur, d’un scanner ou encore d’une
imprimante. Ils sont générés par la méthode Kanungo [146]. Trois catégories de bruits
sont proposées : les dégradations binaires (bruit impulsif), les distorsions vectorielles et
les images réelles numérisées et photocopiées.

La base GREC 2003 contient 35139 images symboles réparties en 39 classes de 901
symboles chacune. Chaque classe est composée d'un symbole modele ainsi que de 900
symboles bruités (10 symboles pour 9 types de dégradations). La base GREC05 contient
175 images de symboles pour 25 classes. Chaque classe est composée d’un symbole
modele, et d’'un nombre variable de symboles détériorés pour 6 types de distorsions.
Notons que les bruits appliqués sont nettement plus forts que dans la base GREC 2003.
Des exemples de symboles modeles et dégradés sont présentés dans les figures 6.5 et 6.6.

Critere de coupe de la discrétisation

Dans cette expérimentation, nous avons choisi de tester ’adéquation des criteres de
coupe a notre systeme de reconnaissance. Les criteres de coupe testés sont ceux présentés
dans la section 6.2.1 de préparation des données : la distance maximale, I’entropie et le
coefficient de Hotelling.

Pour évaluer ces trois criteres, nous avons utilisé un jeu de données issu de la base
GREC 2003. L’apprentissage est réalisé avec un symbole modele pour chacune des 10
classes, et la classification sur 90 symboles bruités par classe. La figure 6.7 présente
les taux de reconnaissance, et la figure 6.8 la taille du treillis, pour chacun des trois
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FIGURE 6.5 — Symboles non bruités de la base GREC 2003
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FIGURE 6.6 — Symboles bruités de la base GREC 2005

criteres de coupe. Les signatures utilisées sont les signatures de Fourier-Mellin, Radon
et Zernike.

FIGURE 6.7 — Taux de reconnaissance obtenus selon le critere de coupe
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Ces résultats nous ont amené a sélectionner la distance maximale comme critere
non supervisé et le coefficient de Hotelling comme critere supervisé pour la reconnais-
sance de symboles. En effet, ces deux criteres de coupe obtiennent les meilleurs taux
de reconnaissance quelle que soit la signature utilisée. D’autre part, le treillis généré a
partir du critere de Hotelling contient en général un moins grand nombre de concepts
qu’avec les autres criteres de coupe. Cette propriété nous intéresse étant donné que plus
la structure du treillis est réduite, plus la classification est rapide.
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FIGURE 6.8 — Taille du treillis selon le critere de coupe
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Comparaison des signatures

Nous avons souhaité comparer 'efficacité des signatures statistiques et structurelles.
En réalité, on ne peut évaluer que leur adéquation au systéeme de reconnaissance, étant
donné qu’elles sont insérées au sein d’une chaine de traitement, ou il peut y avoir des
corrélations entre les différents éléments utilisés. Nous avons effectué ces tests sur un
ensemble d’apprentissage composé de 8 classes (10 symboles appris par classe). Les
taux de reconnaissance obtenus sont présentés dans la figure 6.9, et les tailles de treillis
correspondantes dans la figure 6.10.

FI1GURE 6.9 — Taux de reconnaissance obtenus pour les différentes signatures
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FIGURE 6.10 — Tailles des treillis obtenus pour les différentes signatures
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Sil’on compare les treillis obtenus sur le méme ensemble de symboles d’apprentissage
mais décrits par différentes signatures, on constate que la taille du treillis est variable.
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TABLE 6.6 — Apprentissage avec 25 symboles modeles - Reconnaissance de 10 symboles

bruités
Apprentissage | Classification | Nombre de concepts
Treillis entier 430,2 sec 2 sec 3185
Génération a la demande 0,5 sec 9,8 sec 282

Intuitivement, une signature efficace propose un treillis de petite taille, car les objets
d’une méme classe sont regroupés dans les mémes concepts (voir dans le méme concept).
En effet, la signature permet de différencier les objets de classes différentes tout en
permettant un regroupement des objets d’'une méme classe. Un treillis de petite taille
signifie qu’il y a peu d’objets isolés (sinon, il y aurait plus de concepts). Ainsi, la
signature de Radon offre des taux de reconnaissance intéressants et une taille de treillis
relativement faible.

Génération a la demande

Nous avons également réalisé une étude comparative pour tester l'efficacité de 1’al-
gorithme de génération a la demande par rapport a la génération du treillis entier.

Le tableau 6.6 présente les durées obtenues en apprentissage et en classification
ainsi que le nombre de concepts construits dans le treillis avec et sans génération a la
demande. L’ensemble d’apprentissage contient 25 symboles modeles (donc 25 classes)
et I’ensemble de test contient 10 symboles bruités.

Précisons tout d’abord que les taux de reconnaissance obtenus avec et sans gé-
nération a la demande sont bien identiques puisque le procédé de classification reste
inchangé. D’apres ces résultats, on observe qu’en apprentissage, I’algorithme de généra-
tion a la demande est tres rapide étant donné que seul le concept minimal du treillis est
généré. En revanche, la classification est plus longue que dans la génération du treillis
entier car les concepts nécessaires sont construits au fur et & mesure de la navigation
dans le treillis. Enfin, le nombre de concepts obtenus est bien moins important pour la
génération a la demande.

Si les symboles a reconnaitre sont tres diversifiés et utilisent tous les scénarii de classi-
fication possibles, le treillis généré a la demande ne sera pas plus rapide, car presque tous
les concepts du treillis seront construits pendant la phase de classification. A 'inverse,
si les symboles a reconnaitre ne correspondent qu’a un seul scénario de classification, le
gain de temps offert par la génération a la demande sera tres important.

Génération multi-processeur du treillis

Dans cette expérimentation, nous avons voulu tester la possibilité d’une génération
mutli-processeur d’un treillis par un calculateur multi-coeur. L’algorithme utilisé par
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TABLE 6.7 — Comparaison entre une génération du treillis avec un ou plusieurs proces-

seurs
Signature Taille treillis Temps génération itérative
type longueur | nb concepts | nb arcs | mono-processeur | multi-processeur
Petit Radon 12 189 562 1 sec. 1,5 sec.
Zernique 12 519 1960 1,5 sec. 3,9 sec.
Moyen | Radon 34 8225 35 027 6 mn 1,4 mn
Zernique 34 25 985 144 034 49 mn 3 mn
Grand | Radon 50 14 981 63 582 24 mn 2,15 mn
Zernique 50 155 057 976 777 > 20h 30 mn

NAVIGALA est un algorithme récursif. C’est pourquoi nous avons utilisé une version
itérative de 'algorithme de Bordat (cf Algorithme 10 de la section 4.4 de la premiere
partie). La génération multi-processeur du treillis consiste a créer un sous-processus
thread pour chacun des concepts a traiter a chaque étape de I'algorithme. Le thread sera
chargé d’exécuter la méthode de génération des successeurs immédiats de ce concept
a l'aide. Une amélioration consiste a calculer un sous-treillis de rang n (parametre a
fixer).

Deux conteneurs synchronisés sont utilisés. Le premier permet de stocker I’ensemble
des noeuds a traiter, et le second contient les arcs du treillis générés. Chaque arc est
décrit par un concept origine et un concept destination. Garder en mémoire ’ensemble
des arcs suffit donc pour reconstruire I'intégralité d’un treillis. Un mécanisme de com-
paraisons de concepts par le contenu permet de gérer simplement les doublons.

Le protocole de I'expérimentation est le suivant. Le calculateur utilisé est un Ma-
cOSX SnowLeopard 10.6.3, avec un microprocesseur Intel Core2Duo 2,4Ghz, une vitesse
de bus 800Mhz, et une mémoire vive de 2Go DDR2 SDRAM 667Mhz. Huit coeurs sont
utilisés. Six jeux de test ont été créés, qui se distinguent selon le type et le nombre de
caractéristiques de la signature extraite. Ces jeux de tests sont répartis en trois catégo-
ries selon la taille du treillis généré (petit, moyen et gros). Plus la signature contient de
caractéristiques, plus la taille du treillis est grande. Les treillis sont générés en utilisant
la version itérative avec et sans la création de thread a chaque étape.

La table 6.7 présente les résultats obtenus. Il apparait clairement que nous obtenons
un gain en temps conséquent en utilisant plusieurs threads lorsque le treillis possede plus
de 25.000 concepts. Par ailleurs, 1'utilisation de plusieurs threads a permis de générer les
155.057 concepts et les 976.777 arcs du treillis du dernier jeu de données en 30 minutes,
alors que sa génération avec un seul thread a du étre interrompue au bout de 20 heures
de calculs.
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Comparaison avec les regles

Dans cette expérimentation, nous avons choisi de comparer les dimensions de cer-
taines structures de ’AFC obtenues a partir d’'une table discrétisée, a savoir le nombre
de concepts du treillis, ainsi que le nombre de regles des deux bases exactes que sont
la base canonique et la base canonique directe (cf Section 3.2.2). L’expérimentation a
été réalisée pour les symboles de la base GREC 2003 décrits par la signature de Radon,
et discrétisés selon le critere de Hoteling. Rappelons qu’a partir de la base canonique
directe, il est possible d’obtenir le base de regles d’association générique et informative
(cf Section 6.2.2).

Nous avons choisi de comparer les dimensions et taux de reconnaissance de ces
structures dans le cas d’une validation croisée a 5 blocs. Dans cette expérimentation,
chacun des cing blocs de la validation croisée contient 91 symboles provenant de 5
classes. La table 6.8 présente le nombre d’attributs |S| de la table discrétisée, le nombre
de concepts du treillis, le nombre de regles dans la base canonique X4, et le nombre
de regles dans la base canonique directe Y4 pour les cing blocs de la validation croisée.
Nous donnons également les taux de reconnaissance obtenus en utilisant le treillis de
Galois a titre indicatif.

TABLE 6.8 — Dimensions et taux de reconnaissance obtenus en validation croisée (5
blocs)

Bloc 0 | Bloc 1 | Bloc 2 | Bloc 3 | Bloc 4
S| 7 8 8 6 7
Nombre de concepts 20 42 24 25 23
|Xean] 33 62 32 31 32
| Xl 280 779 724 103 293
Taux de reconnaissance (%) || 98,6 99,2 99,2 98,9 99,2

Dans la littérature, les bases de regles sont réputées pour étre une représentation
condensée du treillis de Galois. Or dans la table 6.8, on constate que le nombre de
concepts du treillis est moins important que le nombre de regles de la base canonique
Ycan, €t beaucoup moins important que le nombre de regles de la base canonique directe
Yeq- 11 est possible d’expliquer cette différence par le fait que les treillis générés par
NAVIGALA pour la reconnaissance de symboles sont co-atomistiques - i.e. les concepts
"finaux” contenant une seule classe, sont toujours couverts par le concept max - alors que
cette propriété n’est pas vérifiée dans le cas général. D’autre part, les données étudiées
sont tres différentes. En effet, les données de la base GREC sont particulieres car les
objets sont décrits par un tres grand nombre d’attributs (de trés nombreuses signatures
peuvent étre calculées sur les images), alors que le nombre d’attributs est bien moindre,
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comme c’est le cas habituellement sur les données issues de la fouille de données. Cette
différence a certainement une influence sur les résultats observés.

Notons que lorsque le nombre de concepts augmente, la taille des bases diminue,
et inversement. Dans le pire des cas, lorsque le nombre de regles est nul (|X| = 0), le
nombre de concepts du treillis est maximal : 21/, Inversement, plus le nombre de regles
est élevé, plus les regles risquent d’étre redondantes entre elles, et plus la taille de la
base diminue entrainant une augmentation du nombre de concepts.

En conclusion, le treillis des concepts semble plus approprié que les bases de regles
sur les jeux de données GREC. En effet, dans ce cadre, le treillis conserve une taille
inférieure a celle des bases de regles. Ce résultat peut s’expliquer par la propriété de
co-atomicité.

6.4.2 Résultats expérimentaux
Comparaison avec quelques classifieurs standards

Dans cette expérimentation, nous avons comparé les résultats obtenus par NAVI-
GALA avec des classifieurs usuels que sont le classifieur Bayésien et la méthode SVM.
Nous avons utilisé des jeux de données issus des deux bases GREC : deux jeux de
données composés de 10 classes chacun (jeux cl1-10 et cl11-20) issus de la base GREC
2003, ainsi qu’un jeu de 25 classes issu de la base GREC 2005 (jeu cl1-25). Les symboles
sont décrits par un vecteur de 50 caractéristiques représentant la signature de Radon.
Les classifieurs sont évalués en validation croisée, avec des tailles variant pour chacun
des jeux de données : 5 blocs de 182 symboles de GREC 2003 (Test1), 10 blocs de 91
symboles de la base GREC 2003 (Test2), 26 blocs de 35 symboles de la base GREC
2003 (Test3), et 5 blocs de 35 symboles de la base GREC 2005 (Test4). Les taux moyens
de reconnaissance sont donnés par la Figure 6.11.
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FIGURE 6.11 — Taux de reconnaissance de quatre classifieurs en validation croisée

Alors que le classifieur bayésien obtient de meilleurs résultats que NAVIGALA pour
des bases faiblement bruitées de 10 classes (Test1 et test2), NAVIGALA dépasse le classi-
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fieur bayésien lorsque le nombre de classes augmente (Test3) ou encore lorsque le bruit
est important (Test4). Nous pouvons ainsi en déduire que, dans les expérimentations
que nous en avons faite, 'approche NAVIGALA est plus robuste au bruit que le classi-
fieur bayésien lorsque le nombre de classes augmente. NAVIGALA obtient également de
meilleurs résultats que le classifieur SVM sur le Test4.

Par ailleurs, NAVIGALA réalise une sélection de caractéristiques réalisée en prétraite-
ment de la classification pendant la phase de discrétisation, car seules les caractéristiques
dont les valeurs sont partitionnées en plusieurs intervalles sont conservées. Ainsi, NA-
VIGALA n’utilise que entre 6 et 15 caractéristiques de la signature, alors que les autres
classifieurs utilisent la signature dans sa globalité.

Comparaison avec ’arbre de décision

Pour comparer NAVIGALA et 'arbre de décision, deux expérimentations ont été
réalisées, qui different selon que la discrétisation est réalisée en mode global ou local.

Dans la premiere expérimentation, la phase de discrétisation a été réalisée de ma-
niere commune pour que ’arbre de décision et le treillis de Galois recoivent les mémes
données en entrée. 1l s’agit d’une discrétisation globale supervisée utilisant le coefficent
de Hoteling. Les deux structures sont ensuite générées a partir de la table discrétisée,
'algorithme CART [129] est utilisé pour I’arbre de décision. Nous considérons 10 classes
de la base GREC 2003 (10 symboles modeles en apprentissage, et 90 symboles dété-
riorés en classification - 10 par classe). Les symboles sont décrits par un vecteur de 50
caractéristiques représentant la signature de Radon.

Nous obtenons un taux de reconnaissance de 57% avec l'arbre de décision, alors
qu’il est de 72% avec le treillis. Une des principales différences entre ces deux structures
réside dans le fait qu’il existe dans le treillis de Galois plusieurs chemins qui permettent
d’aboutir a une méme classe alors qu’il n'y a qu'une seule possibilité dans 'arbre de
décision. L’expérimentation ayant été menée sur les mémes données discrétisées, on
peut en conclure que l'existence de plusieurs chemins permet d’améliorer le taux de
reconnaissance, rendant ainsi le treillis plus robuste au bruit.

Dans notre expérimentation, 9 étapes de discrétisation ont été nécessaires pour ainsi
obtenir 17 intervalles discrétisés. Le treillis est composé de 70 concepts, alors que 'arbre
ne contient que 18 noeuds. En effet, alors que la taille de I’arbre reste polynomiale en la
taille des données, celle du treillis est beaucoup plus élevée, pouvant étre exponentielle
dans le pire des cas. Cependant, le nombre de concepts générés, ainsi que la complexité,
sont largement réduits par une génération a la demande des concepts.

Dans la seconde expérimentation, la discrétisation est réalisée localement pour I’arbre
de décision et pour le treillis de Galois, avec pour critére de coupe le critere du y2.
L’arbre de décision est construit par l'algorithme CHAID [147] qui implémente ce cri-
tere de coupe. Pour NAVIGALA, les trois modes de discrétisation sont utilisés - discré-
tisation globale, locale, et linéaire locale - chacun d’eux produit un treillis différent.
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L’expérimentation a été réalisée pour les symboles de la base GREC 2003 décrits par
la signature de Radon, et par la signature structurelle que nous avons développée, ainsi
que sur trois bases de données issues de I'UCI Repository [139] que sont Imagel, Glass
et Iris.

La base Imagel est composée d’images de scenes naturelles, chaque image est décrite
par un vecteur de 19 attributs numériques. La base d’apprentissage est composée de 210
objets (30 objets par classe), et la base de test de 2100 objets (300 objets par classe).
La base Glass est composée de 214 objets répartis en 6 classes. Chaque objet est décrit
par 9 attributs numériques. Nous utilisons une validation croisée en 10 blocs. La base
Iris est composée de 150 exemples répartis en 3 classes, ou chaque objet est décrit par
4 attributs numériques. Nous utilisons également une validation croisée en 10 blocs.
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FIGURE 6.12 — Taux de reconnaissance en validation croisée

Les taux moyens de reconnaissance obtenus sont donnés par la figure 6.12. Le treillis
avec une discrétisation locale améliore les taux de reconnaissance de ’arbre sur toutes
les bases, a ’exception de la base Grec Radon pour laquelle les résultats sont similaires.
Cependant, I’arbre de décision permet d’obtenir de meilleurs résultats qu’avec le treillis
en mode global. Ces résultats confirment la meilleure robustesse au bruit du treillis par
rapport a l'arbre.

Par ailleurs, bien qu’on observe peu de différence entre les trois modes de discré-
tisation pour les bases GrecStruct et Glass, les discrétisations locale et linéaire locale
permettent d’obtenir de bien meilleurs résultats que la discrétisation globale pour les
autres bases. Nous avons voulu comparer les structures générées par NAVIGALA pour
chacun des trois modes de discrétisation en terme de nombre d’étapes de discrétisation,
et nombre de concepts du treillis (cf tableau 6.9). Il apparait que le nombre d’étapes
de discrétisation est largement inférieur en discrétisation locale et locale linéaire qu’en
discrétisation globale. Ce qui indique que la discrétisation locale permet d’atteindre
une homogénéité des concepts finaux plus rapidement que la discrétisation globale, en
considérant localement les concepts a discrétiser. Le nombre de concepts du treillis reste
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également le plus faible pour une discrétisation locale, d’oli un gain important en temps
de calcul. En conclusion, sur les bases considérées, la discrétisation locale permet de
réduire la taille des structures, tout en garantissant de bons taux de reconnaissance.

TABLE 6.9 — Nombre d’étapes de discrétisation et de concepts générés par NAVIGALA
sur chaque base

Bases de données Mode local | Mode linéaire local | Mode global

Grec Struct. | Nombre étapes disc. 24 24 171
Nombre concepts 3515 3851 4308

Grec Radon | Nombre étapes disc. 11 10 85
Nombre concepts 69 92 2192

Imagel Nombre étapes disc. 17 15 49
Nombre concepts 527 649 12172

Glass Nombre étapes disc. 24 21 72
Nombre concepts 1950 2128 2074

Iris Nombre étapes disc. 9 9 27
Nombre concepts 40 42 195

En conclusion, la discrétisation locale apparait intéressante pour la méthode NAVI-
GALA car elle permet a la fois d’améliorer les taux de reconnaissance de la discrétisation
globale, tout en réduisant le temps de calcul nécessaire a la génération du treillis.

Comparaison avec des classifieurs issus de ’AFC

Nous avons effectué des comparaisons expérimentales sur les méthodes de classifica-
tion par sélection issues de ’AFC. Les bases de données utilisées sont issues de I’'UCI
Repository [139] : Breast-cancer (BC), Iris (IR), Monks1, Monks2 et Monks3 (M1, M2,
M3), Soybean-small (SS) et Zoo (ZO) (cf Tableau 6.10). Nous avons repris les résultats
expérimentaux disponibles dans les articles décrivant les méthodes : RULEARNER,
CIBLe, CLNB - CLNN, et C4.5Rules. De ce fait, nous ne sommes pas en mesure de
présenter pour ces méthodes, les taux de reconnaissance de ’ensemble des bases de don-
nées. Le tableau 6.12 présente les taux d’erreur de classification obtenus en validation
croisée.

En général, NAVIGALA obtient des taux d’erreurs de classification relativement
proches de ceux obtenus pour les autres classifieurs sauf pour les bases Monks2 et
Monks3. Ces deux bases ne correspondent pas au type de données que 1’on souhaite
traiter avec NAVIGALA. En effet, ces bases contiennent seulement 2 classes, cas tres rare
en classification de symboles. D’autre part, sur la base Monks3, 5% de bruit est appliqué
sur les classes (permutation des étiquettes de classe des signatures). Ce type de bruit est
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TABLE 6.10 — Bases de données du ML Repository

Bases de | Nombre d’objets Nombre d’attributs Nombre de classes
données
Numériques | Symboliques

BC 699 9 0 2

IR 150 4 0 3

M2 432 0 6 2

M3 432 0 6 2

SS 47 0 35 4

70 101 1 15 7

différent de celui pour lequel le systeme NAVIGALA a été développé, car habituellement
le bruit s’applique sur les images et se répercute sur les attributs de la signature et
non sur les classes. Ces résultats pourraient s’expliquer par un sur-partitionnement des
données comme en témoigne le nombre important de concepts dans le treillis (voir Tab.
6.11) et la présence de données aberrantes produites par ce type de bruit. NAVIGALA
obtient de meilleurs résultats que CIBLe pour les bases Soybean-Small et Zoo ou le
nombre de classes est plus important.

En conclusion, cette étude comparative présente huit méthodes de classification ba-
sées sur 'utilisation du treillis de Galois. Les méthodes orientées sélection, dédiées a
la fouille de données, nécessitent un traitement rapide, sur des données en général non
bruitées. L’objectif de ces sélections est de réduire 'espace d’apprentissage selon diffé-
rents criteres de pertinence, tel que le nombre d’occurrence des attributs. La méthode
NAVIGALA, quant a elle, est orientée navigation, et développée pour traiter efficace-
ment des images de symboles dans un contexte bruité. Le nombre de classes traitées
est potentiellement important. Nous cherchons a conserver toute I'information de 1’ap-
prentissage pour proposer de nombreux scénarii de classification et ainsi limiter U'effet
du bruit sur la reconnaissance. Cette exhaustivité n’est cependant pas néfaste pour le
traitement, étant donné que la complexité est largement réduite par une génération a
la demande des concepts. Les données étudiées en fouille de données sont habituelle-
ment décrites par un faible nombre d’attributs. En revanche, en traitement d’images,
de nombreuses signatures peuvent étre extraites des images pour caractériser les objets,
ainsi il en résulte un tres grand nombre d’attributs. Ce type de contexte possede entre
autres la particularité d’étre représenté par un nombre plus petit de concepts dans le
treillis par rapport au nombre de regles exactes dans une base de regles du treillis.
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TABLE 6.11 — Nombre d’attributs et nombre de concepts utilisés en moyenne par NA-
VIGALA sur chaque base

Bases de | Validation | Nb attributs utilisés | Nb concepts du treillis
données | croisée
BC 10 blocs 32 6498
5 blocs 34 6512
IR 10 blocs 13 94
5 blocs 11 75
M2 1 bloc 16 1407
M3 1 bloc 16 1064
SS 10 blocs 6 11
5 blocs 6 11
70 10 blocs 19 722
5 blocs 18 538

TABLE 6.12 — Résultats obtenus en validation croisée sur quelques bases de données du
ML Repository

Bases | Valid. Taux d’erreur de classification
croisée
NAVI. || RULE. | CIBLe | CLNB | CLNN | C4.5R
[178] [163] (193] [193] [170]
BC 10 blocs 5.4 3.1 3.4 5.0
5 blocs 5.5 4.6
IR 10 blocs 7.4 5.3 5.3 4.7
5 blocs 4.1
M2 1 bloc 24 25.2 10.2
M3 1 bloc 19 4.9 14
SS 10 blocs 2.5
5 blocs 2.3 8
70 10 blocs 4.0 3.9 3.9 7.8
5 blocs 4.9 6.1




Chapitre 7

Représentations spatiales et
ontologiques

Les images de documents sont des images fortement structurées a partir desquelles
il semble naturel d’extraire des primitives (traits, arcs de cercles, régions) ainsi que leur
agencement spatial pour en décrire le contenu, formant ainsi une signature de I'image
dite locale ou structurelle. Alors que 'analyse d’image s’intéresse en particulier a I'ex-
traction de primitives dans un objectif de reconnaissance, leur représentation spatiale
est une problématique complémentaire abordée en particulier dans les systemes d’infor-
mation géographique. En effet, la représentation de l’espace est un sujet de recherche
qui suscite 'intérét a la fois de différentes communautés scientifiques (géographie, lin-
guistique, ...), mais aussi dans différents domaine en informatique (bases de données
spatiales, systémes d’information géographiques (SIG), raisonnement spatial, bases de
données d’images...).

La section 7.1 présente quelques approches de reconnaissance d’images de symboles a
'aide d’une signature structurelle (section 7.1.1), puis décrit la signature structurelle que
nous avons développée pour des images de symboles dans un objectif de reconnaissance
(section 7.1.2)

La section 7.2 introduit 1'utilisation des relations spatiales dans les SIG (section 7.2.1)
et les ontologies (section 7.2.2), puis décrit 1'ontologie des lettrines que nous avons dé-
veloppée dans un objectif de représentation des connaissances (section 7.2.3)

7.1 Signature structurelle et reconnaissance d’images

de documents

7.1.1 Reconnaissance d’images de documents

Une signature locale ou structurelle vise a représenter la structure de l'image, et
repose sur une décomposition de la forme en primitives élémentaires et sur leur or-
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ganisation spatiale ou topologique qui rend la représentation d’'un symbole possible :
connexion, points de jonctions, parallelisme, distance, orientation relative, ... Un grand
nombre de signatures locales ou structurelles d’objets graphiques ont été proposées dans
la littérature dans un objectif de reconnaissance d’images. On en trouve un bon état de
I'art dans [208].

La mise en place d’une signature structurelle s’articule généralement autour des trois
étapes que sont 'extraction de primitives a partir de I'image ; la génération des relations
topologiques entre primitives; la déduction d’une signature structurelle.

Extraction de primitives Selon le domaine considéré, les primitives peuvent étre
des polygones, des segments, des arcs de cercle, et plus généralement des régions de
I'image. C’est pourquoi 'extraction de primitives est réalisée par un traitement d’ana-
lyse d’images adapté a la fois aux primitives a extraire, ainsi qu’aux spécificités des
images. Il est essentiel d’extraire des primitives graphiques de bonne qualité, qui consti-
tueront les briques élémentaires de la structure finale représentant le symbole.

Pour les images de symboles, les travaux existants reposent essentiellement sur une
extraction de segments, comme dans [268, 218, 183], qui peuvent s’organiser en quadri-
lateres ou en polygones [257, 252]. Certains travaux proposent également une extraction
d’arcs de cercles [269, 268]. Dans [215, 216, 240], les primitives sont des régions.

Dans son étude bibliographique, M. Delalandre [213] présente une organisation des
méthodes d’extraction des primitives graphiques en sept catégories. En collaboration
avec Jean-Marc Ogier et Stéphanie Guillas dans le cadre de ses travaux de these [40],
nous avons agrémenté cette classification d’une huitieme catégorie :

Détection de contours. Cette catégorie de méthodes a pour but la détection des
points de contours (opérateurs morphologiques, suivi de contours ou encore dé-
composition en plages) puis le chainage de ces points de contours (codage de
Freeman [222]).

Squelettisation. Il s’agit d’obtenir le squelette, c¢’est-a -dire les axes médians d’'une
forme par amincissements successifs des traits, ou encore par transformée en dis-
tance.

Parcours de forme. L’objectif est également d’obtenir les axes médians de la forme
par des techniques de suivi de traits, ou de détection de jonction.

Décomposition en plages. Le principe est de décomposer une forme en trois caté-
gories de bandes verticales (ou horizontales) : plage "extrémité”, plage "ligne” ou
plage "jonction” afin de construire un graphe représentant ’organisation de ces
plages au sein de la forme.

Segmentation en régions. Ils’agit d’identifier et d’étiqueter chaque pixel d'une forme
comme appartenant a une région "extrémité”; "ligne” ou "jonction” (calcul de "dis-
tances d’orientation” dans toutes les directions pour former une courbe dont les
pics permettent d’identifier le type de région).
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Sous-échantillonnage. Cette catégorie de méthodes consiste en l'application d’un
maillage (sous-échantillonnage) sur la forme, puis en la recherche de correspon-
dance entre chaque maille de la forme et des modeles de mailles référencées dans
une bibliotheque. A partir des mailles reconnues, il est possible de déterminer la
structure des primitives graphiques et leurs relations topologiques.

Composantes connexes. Il s’agit de segmenter les pixels de la forme en compo-
santes connexes (ensemble de pixels interconnectés) pour obtenir les primitives
graphiques correspondantes a ces composantes connexes et leurs relations topolo-
giques (propagation, balayage de lignes, suivi de contours).

Transformée de Hough. [233] L'objectif de ces méthodes est de détecter dans une
image un ensemble de formes géométriques simples connaissant leurs équations
paramétriques, comme par exemple des droites, des cercles, des ellipses, ...

Dans le tableau synthétique 7.1,nous présentons les différentes caractéristiques de ces
huit catégories de méthodes. Tout d’abord, les différentes méthodes offrent des qualités
de représentation qui vont du simple ensemble de pixels a des représentations plus riches
sémantiquement telles que les vecteurs qui correspondent a un trait de l'image. Elles
peuvent comporter des informations sur les jonctions ou les axes médians des formes et
proposent des propriétés de robustesse et d’invariance plus ou moins intéressantes.

TABLE 7.1 — Synthese des propriétés des méthodes d’extraction de primitives graphiques

Méthodes Qualité de la représentation Robustesse | Invariance

Détection de | + Représentation exacte ++ ++

contours - Jonctions, axes médians

Squelettisation + Axes médians - +
- Distorsions de jonctions

Parcours de | + Primitives vecteurs + -

formes + Jonctions

Décomposition + Représentation riche - -

en plages + Jonctions, axes médians

Segmentations + Jonctions ++ ++

en régions - Sémantiquement faible

Sous- + Primitives graphiques de types variés - -

échantillonnage | + Sémantiquement riche

Graphe de com- | + Primitives composantes connexes ++ ++

posantes - Jonctions, axes médians

Transformée de | + Primitives de haut niveau ++ +

Hough/Radon + Jonctions, axes médians
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La plupart des catégories de méthodes font I'objet d’'un compromis entre qualités de
représentation et propriétés de robustesse et d’invariance. Il semble ainsi que la méthode
basée sur les transformées de Hough offre le meilleur compromis, de par sa représentation
sémantiquement riche - extraction des traits de I'image, et ses performances en terme
de robustesse et d’'invariance. Grace a son caractere global, cette méthode semble en
effet pouvoir absorber différents types de bruit.

Relations spatiales Une fois les primitives extraites, leur organisation topologique
rend la représentation d’un symbole possible : connexion, points de jonctions, parallé-
lisme. Il s’agit la d’une relation binaire entre primitives qui peut s’organiser sous forme
de graphe ou encore d’'une matrice (matrice carrée d’adjacence), qui sont les deux re-
présentations usuelles et équivalentes d’une relation binaire. Pour une description plus
fine de I'image, les primitives et relations peuvent étre attribuées (caractéristiques sta-
tistiques, coordonnées dans l'image, ... pour les primitives ; distance entre primitives, ...
pour les relations topologiques).

La représentation matricielle organise 'information sous forme d’une matrice, avec
les primitives en lignes et colonnes, et les relations topologiques entre primitives spé-
cifiées dans les cases. Dans la représentation classique sous forme d'un graphe défini
les noeuds représentent les primitives, et les arcs les relations. Lorsque les relations
sont spécifiées pour chaque paire de primitives, alors le graphe est complet. Lorsque
des attributs sont utilisés pour affiner la description, on parle de graphe attribué. Une
représentation duale, avec les noeuds représentant les jonctions et les arcs les segments,
est également utilisée [255, 270], notamment pour de la reconnaissance de caracteres.

Dans le cas général ou les primitives sont des régions, les algebres RCC sont souvent
utilisées pour représenter toutes les relations topologiques possibles entre deux régions
a l'aide de 5 ou 8 relations selon que 'on considere ou non les frontieres (déconnecté,
superposé, inclus, contient, égale) [253, 210]. Lorsque les primitives sont des segments,
on trouve dans la littérature plusieurs propositions de représentations adaptées des
relations topologiques [221, 234].

Signature structurelle Une fois les primitives extraites d’un symbole, et leurs re-
lations topologiques définies, certaines méthodes utilisent directement le graphe topo-
logique qui les décrit pour comparer les symboles pré-segmentés par isomorphisme de
graphe [252, 246, 242]. La problématique de recherche par le contenu (Content Based
Information Retrieval), peut également s’envisager avec une telle approche, il s’agit
alors de retrouver un symbole requéte dans une image de document par recherche d’'un
sous-graphe dans un graphe. Cependant, la comparaison d’objets par appariement de
graphes reste limitée a des données de faible dimension car il n’existe pas d’algorithme
efficace garantissant une solution optimale (probleme NP-complet).

C’est pourquoi une grande variété d’heuristiques au probleme d’isomorphisme ont
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été proposées [245]. Un grand nombre d’entre elles font ’hypothese de I'invariance des
sommets, hypothese selon laquelle il existe une affectation de valeur aux sommets d’'un
graphe - tres souvent son degré - qui soit invariante par isomorphisme. Il s’agit la des
techniques dites de “graph probing” a partir desquelles des mesures de similarité entre
graphes sont envisageables (distance d’édition, ...) pour mieux comparer les graphes
entre eux. De telles mesures sont utilisées dans les travaux décrits dans [269, 268, 214,
215] pour comparer des symboles.

Les approches dites de “graph embedings” définissent un plongement du graphe dans
un vecteur numérique qui constituera la signature structurelle a partir de laquelle des
méthodes de reconnaissance plus classiques peuvent s’appliquer. On obtient une des-
cription du graphe qui peut étre statistique (voisinage moyen, moyenne des valuations
des arcs, ...) mais aussi structurelle basée sur la notion de chemins du graphe repré-
sentatifs d'une forme (sacs de chemins, histogramme de chemins). I’exploitation d’une
information statistique attachée aux primitives extraites est ainsi rendue possible.

Dans le domaine de la reconnaissance, de telles approches ont été proposées, com-
binées avec un classifieur statistique [270, 240, 254]. Citons également les travaux dans
[33] ot un classifieur symbolique similaire a la méthode NAVIGALA est utilisé.

On peut également citer d’autres approches ot les primitives extraites d’un symbole
sont organisées en regles grammaticales [258] dans le but d’associer & une combinaison
de primitives une forme constitutive du symbole : un ensemble de primitives (segments)
accompagné de contraintes topologiques entre ces primitives forment la prémisse de
la regle; la conclusion correspond quant a elle a la forme décrite par ces primitives.
Ainsi, trois segments connectés entre eux permettent de déduire I'existence de la forme
triangle.

7.1.2 Description de la signature structurelle développée

Dans le cadre du travail de these de Stéphanie Guillas [40], en collaboration avec
Jean-Marc Ogier, nous avons développé un signature structurelle dédiée aux symboles.
La mise en oeuvre a été effectuée en deux phases : I'extraction de primitives a été
développée avec I'aide de Simon Bernard [36] en 2006 ; la construction de la signature a
partir de ces primitives a été implémentée avec 1’aide de Mickaél Coustaty [38] en 2007.

Les symboles que nous considérons étant composés principalement de segments,
nous avons développé une signature structurelle d'un symbole a partir du graphe topo-
logique des segments. Plus précisement, cette signature correspond a un histogramme
de chemins du graphe, ot un chemin peut s’interpréter comme une forme constitutive
du symbole.

Extraction de segments IL’extraction des segments est réalisée par la transformée
de Hough [233], méthode reconnue pour sa robustesse et ses propriétés d’invariance qui,
de plus, possede la particularité d’extraire des segments maximaux.
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FIGURE 7.1 — Extraction de lignes par transformée de Hough

L’idée de base est que 'on peut transformer un ensemble de formes géométriques
modeles (ligne, cercle, ...) d'un espace a 2 dimensions, vers un espace paramétrique
dans lequel elles peuvent étre représentées de facon plus compacte, et ainsi étre plus
facilement détectables. Plus précisément, si une forme de parametres p est présente dans
I'image, tous les pixels qui la composent seront plongés dans ’espace paramétrique vers
I'unique point de coordonnées p. Ainsi, une forme de parametres p sera détectée si elle est
représentée dans l’espace parametrique par un nombre suffisant de pixels. La Figure 7.1
illustre comment tous les points d’une droite représentés par leurs coordonnées (z,y)
sont identifiés par un unique point (p,6) correspondant aux coordonnées polaires de
la droite définie par p = = x cosf + y x sinf. Une meilleure robustesse est obtenue
en considérant le voisinage proche de (p, ). Le nombre de parametres de la forme
recherchée correspond au nombre de dimensions de 'accumulateur, et influe fortement
sur les temps de calculs. Ainsi, alors qu’une droite se caractérise a ’aide des deux
parametres (p,#), trois parametres sont nécessaires pour caractériser un cercle (son
rayon r et les coordonnéees (g, o) de son centre).

Nous avons adapté la transformée de Hough pour détecter précisement les bornes
des segments de droite composant le symbole, contrairement aux approches classiques
qui renvoient la droite portant le segment. Une détection des arcs de cercle selon la
méme approche, a partir des cercles détectés, est envisageable.

Relations topologiques Les relations topologiques possibles entre segments que
nous utilisons, inspirées de celles proposées dans [221, 234], se limitent & cinqg relations :
trois relations pour des segments connectés (X, Y, V), et deux relations complémen-
taires pour des segments non connectés (P, et 0) (voir Figure 7.2). Pour chaque paire
de segments (s, ') est ainsi précisé le type de la relation topologique entre s et s'.
Deux attibuts supplémentaires peuvent étre ajoutés, et on parlera alors de triplets :
il s’agit de la longueur relative entre deux segments, ainsi qu'une valeur qui peut étre
soit I’angle formé entre s et s’ lorsqu’ils sont connectés (relations X, Y et V), sinon la
distance relative entre ces deux segments. Une discrétisation de I’ensemble des valeurs
possibles est cependant envisageable : discrétisation des valeurs d’angles (30°, 45°, 60",
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FIGURE 7.2 — Relations topologiques entre segments

90°), discrétisation des distances entre segments paralleles (colinéaires, proches, espacés,
éloignés) ou encore discrétisation des distances relatives (égaux, légerement différents,
tres différents). Une analyse statistique des segments extraits pourrait permettre d’ob-
tenir une discrétisation mieux adaptée.

Dans le graphe topologique qui s’en déduit, les noeuds correspondant aux primitives,
et les arcs aux relations topologiques, chaque arc est attribué par le type/triplet de la
relation topologique entre les deux segments qu’il relie. Il s’agit d’'un graphe complet
que l'on peut représenter par sa forme graphique, ou bien par sa matrice d’adjacence.
Dans notre cas, la représentation par matrice d’adjacence est plus appropriée au calcul
des chemins du graphe.

A titre d’exemple, considérons les segments de la figure 7.3(a) extraits d’un symbole.
La représentation grahique du graphe topologique est représentée par la figure 7.3(b))
ol chaque noeud correspondent a un segment, et chaque arc entre deux noeuds est valué
par le triplet décrivant la relation topologique entre les segments associés. La matrice
d’adjacence de ce graphe est représentée par la figure 7.3(b)), avec les segments en ligne
et en colonne, et le triplet décrivant la relation topologique entre deux segments dans
la case associée.

L’utilisation de toutes les relations topologiques entre paires de segments offre une
représentation des symboles portant une certaine redondance. C’est pourquoi plusieurs
restrictions des triplets considérés sont envisageables, tout en conservant une description
correcte de la forme. Ainsi, il est possible de ne considérer par exemple que les rela-
tions de connexion (X,Y,V), ou encore les seules relations paralleles qui soient proches.
Le graphe topologique perd alors sa propriété de complétude, et la matrice n’est pas
renseignée dans sa totalité.

Signature structurelle Le calcul de la signature mis en place correspond a un his-
togramme de chemins, o chaque chemin du graphe est considéré comme décrivant une
forme constitutive du symbole. Prenons 'exemple d'un chemin entre trois segments re-
liés par des arcs de type V. Un tel chemin correspond a la forme triangle, et sera décrit
par "VVV”. De la méme facon, un "papillon” sera décrit par "PVXV”. Les attributs
supplémentaires des noeuds et arcs pourraient permettre de calculer diverses caracté-
ristiques des formes : position dans 'image, aire, angles, .... La signature structurelle
que nous avons développée exploite le calcul de chemins du graphe, et s’inspire des
travaux proposés dans [224]. Plus précisément, elle est composée, pour chaque symbole,
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FIGURE 7.3 — Segments extraits par transformée de Hough sur une image de symbole
et le graphe de vecteurs associé



TABLE 7.2 — Matrice d’adjacence élevée au carré

CHAPITRE 7. REPRESENTATIONS SPATIALES ET ONTOLOGIQUES

0 1 2 3 4 )
4VY 2PV 2VY | 2PY 1VV | 2PV 2VY | 2PY 1VV
1YY 1YY
4VY 1YY 2PY | 2VY 2PV | 2PY 1YY | 2PV 2VY
1VV INAY%
2PV 2VY | 1YY 2PY VY 2PY 1VV | 2VY 2PV
1VV 1YY
2PY 1VV | 2VY 2PV 4VY 2PV 2VY | 1YY 2PY
1YY 1VV
2PV 2VY | 1YY 2PY | 2PY 1VV | 2PV 2VY 4VY
INAY 1YY
2PY 1YY | 2PV 2VY | 2VY 2PV | 1YY 2PY VY
INAY 1vv

143

de la description et de la cardinalité de tous les chemins d’une longueur inférieure a un
seuil, c’est-a -dire de toutes les formes constitutives du symbole composées au plus d’un
nombre fixé de primitives.

En théorie des graphes, le probleme quasi-similaire de 1'existence d’un chemin de
longueur k dans un graphe est résolu par le calcul de la keme puissance de la matrice
d’adjacence du graphe, i.e. une succession de produits de matrices booléennes. Dans
le cas des symboles, il s’agit non pas de déterminer I'existence d’un chemin, mais d’en
calculer une description par concaténation du type des arcs qui le composent. C’est
pourquoi nous avons adapté I'algorithme classique de produits de matrices booléennes
a un produit de matrices de caracteres qui integre a la fois la restriction aux chemins
élémentaires (chemins ne contenant pas plusieurs fois le méme noeud), ainsi que la
factorisation de la symétrie de chaines (par exemple, XVPV=VPVX=PVXV).

Nous calculons les puissances de matrices jusqu’a l'ordre 4 car pour les ordres su-
périeurs, les agencements étudiés peuvent étre trop affectés par les bruits de distorsion.
Ainsi, en calculant plusieurs puissances d’'une méme matrice, nous obtenons un en-
semble de chemins de longueurs différentes qui caractérisent le symbole. La derniere
étape consiste a collecter ces chemins et compter le nombre de fois ou ils sont présents
pour un symbole donné. En d’autres termes, nous recherchons le nombre d’occurrences
d’agencements particuliers au sein du symbole de maniere générique, c’est-a-dire sans
avoir pré-défini les agencements recherchés. Les matrices d’adjacence étant symétriques,
on ne compte que les chemins présents dans la partie supérieure des matrices.

Si nous reprenons la matrice d’adjacence du graphe topologique de la figure 7.3(c)
réduite aus seuls type des relations, a savoir X, Y, P, V et O. Le carré de cette matrice
(Table 7.2) décrit tous les chemins de longueur 2 entre deux sommets, ou encore toutes
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Chemins VY | PV | PY | VV | YY
Occurrences | 24 12 10 6 3

TABLE 7.3 — Exemple de signature structurelle obtenue

les formes constitutives du symbole composées de 2 segments. On peut en effet vérifier
que les chemins de longueur 2 entre les segments 0 et 1 sont composés de deux arcs
valués par la relation V et la relation Y. Chacun de ces chemins passe par un noeud
distinct, et par conséquent sont au nombre de 4. Il y a donc 4 chemins VY de longueur
2 (4PV) entre les segments 0 et 1, description de chemins que I'on retrouve dans la case
[0, 1] de la matrice élevée au carrée. La table 7.3 présente la signature structurelle de ce
symbole, composée du nombre d’occurences de chaque chemin de longueur 2. Au total,
le symbole est constitué de 55 chemins de longueur 2, dont 24 sont des chemins VY.

La taille de la signature obtenue est déterminée par le nombre de chemins trouvés
dans les symboles, qui peut varier d’'un symbole a ’autre, mais aussi par le niveau de
description des triplets. Une extension envisageable consisterait a limiter la taille de la
signature en sélectionnant les chemins les plus discriminants.

7.1.3 Expérimentations et conclusion

Plusieurs études de la signature ont été réalisées sur la base des symboles GREC
2003 [175] réduite aux seuls symboles constitués de segments, a savoir 19 classes. Cette
restriction s’explique par le fait que les arcs de cercle n’ont pas encore été intégrés
dans la signature structurelle. La base d’apprentissage se compose de 10 symboles pour
chaque classe : le symbole non détérioré, et un symbole par niveau de bruit. La base de
reconnaissance est composée de 9 symboles par niveau de bruit et par classe, d’ou 1539
symboles pour 19 classes.

Analyse statistique

Une analyse statistique des triplets topologiques fait ressortir certaines particularités
des segments extraits. Nous avons pu observer la forte présence des relations V, P, et
O. Les signatures structurelles comportant les relations X et Y seront par conséquent
les plus discriminantes. Nous avons également noté la présence conséquente des angles
droits dans les symboles, ce qui ne semble pas aberrant puisque I’on rencontre un nombre
important de carrés et de rectangles. Enfin, une grande majorité des segments extraits
sont de taille égale.

La taille de la signature augmente largement en fonction de la longueur des chemins
(table 7.4). En prenant le triplet complet, pour les chemins de longueur 1, la taille de la
signature passe a 63. C’est pourquoi une limitation envisageable serait de sélectionner
les chemins les plus discriminants. Une étude des fréquences d’apparition des chemins
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TABLE 7.4 — Taille des signatures obtenues pour différentes longueurs de chemins

Longueur des chemins (tri- | 1| 2 | 3 4
plets restreints aux types de
relation)
Taille des signatures 7128|161 | 759
Longueur des chemins 1 2 let?2 3 2et3 | 1,2et3

Taux de reconnaissance (1¢" rang) | 70% | 70.2% | 73.8% | 69.9% | 67% | 68.9%

Taux de reconnaissance (n™ rang) | 86.5% | 86.9% | 87.9% | 86.5% | 83.9% | 83.6%

Nb de caractéristiques 53 206 259 762 968 1021

TABLE 7.5 — Résultats expérimentaux avec un triplet partiel

dans les symboles fait ainsi apparaitre, comme ’on s’y attendait, que les combinaisons
LP, LV et VV qui correspondent a une succession d’angles a 45 ou 90° sont les plus
représentées.

Expérimentations

Une validation de notre signature a été menée dans un contexte de classification.
Nous avons pour cela utilisé la méthode NAVIGALA, ainsi que le classifieur LINEAR-
SVM. Plusieurs expérimentations ont été menées.

Nous avons tout d’abord comparé les taux de reconnaissance obtenus en utilisant
un triplet partiel avec des chemins de longueur au plus 3, et un triplet complet avec des
chemins de longueur au plus 2. Les tables 7.5 et 7.6 présentent les résultats obtenus. On
peut tout d’abord observer que les résultats sont relativement proches. Etant donné que
les triplets partiels ne sont composés que du type de la relation, alors que les triplets
complets considerent plus d’attributs la décrivant, on peut en déduire que le type de
relation est une information pertinente. Cependant, la caractériser par des attributs
supplémentaires permet d’augmenter les résultats de 5% en moyenne.

Longueur des chemins 1 2 let2
Taux de reconnaissance (1¢ rang) | 79% | 69.5% | 71.5%
Taux de reconnaissance (n™¢ rang) | 90.4% | 85.3% | 87.7%

Nb de caractéristiques 132 790 922

TABLE 7.6 — Résultats expérimentaux avec un triplet partiel

Deux types de taux de reconnaissance sont indiqués. Le taux de reconaissance de
1" rang correspond au pourcentage de symboles correctement classé dans un concept
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terminal pur - i.e. un concept terminal dont les objets appartiennent a la méme classe.
Le taux de reconnaissance de n™¢ rang correspond au pourcentage de symboles correc-
tement classés dans un concept terminal contenant au plus n classes parmi lesquelles la
classe du symbole.

La table 7.7 présente le nombre de classes par concept terminal. Nous pouvons ici
observer que n est inférieur ou égale a 3 dans tous les cas, et que 93% des concepts
terminaux sont purs. On peut également remarquer que les taux de reconnaissance

me

obtenus avec le n™¢ rang sont supérieurs de 15,92% a ceux obtenus avec les taux de

reconnaissance de premier rang.

Nb de classes Nb de concepts % du nombre total
par concept terminal terminaux de concepts terminaux
1 81 93.1%
2 5 5.74%
3 1 1.14%

TABLE 7.7 — Distribution des classes dans les 87 concepts terminaux du treillis

Ce phénomene s’explique par la fait que notre signature structurelle est moins discri-
minante qu'une signature statistique. Cependant, une étude comparative réalisée avec
Navigala entre la signature structurelle et une signature statistique fait apparaitre que
ces deux signatures sont complémentaires. En effet, 94,5% des symboles mal-reconnus
avec la signature statistique sont correctement reconnus avec la signature structurelle.
Ainsi, la signature structurelle pourrait donc étre avantageusement combinée avec une
signature statistique dans un systeme utilisant NAVIGALA comme classificateur.

Les résultats présentés dans la table 7.5 montrent également que l'utilisation de
chemins de longueur 3 fant baisser les taux de reconnaissance. Ceci peut s’expliquer par
le fait que les chemins de longueur 3 portent une information redondante avec celles
des chemins de longueurs 1 et 2. Cette redondance augmente la corrélation entre les
attributs de la signature, et a un impact négatif sur le taux de reconnaissance.

1Im- | - | 0 | O

Niveau 0 | Niveau 3 | Niveau 5 | Niveau 7

F1GURE 7.4 — Différents niveaux de dégradation pour un méme symbole

La troisieme série de test a été effectuée afin de mettre en évidence la robustesse de
la signature, et la stabilité des résultats envers les différents niveaux de dégradation. La
table 7.8 présente les résultats obtenus pour chaque niveau de dégradation. On peut
observer que les taux de reconnaissance sont similaires, a ’exception des niveaux 5 et
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7 pour lesquels le niveau de bruit est tres élevé. En effet, les niveaux 5 et 7 sont tres
fortement perturbés par un épaississement et un amincissement des traits. L’épaissis-
sement provoque une sous-segmentation, et les segments proches sont fusionnées, alors
que 'amincissement provoque une sur-segmentation et donc une perte de connexité.
Meéme si la transformée de Hough peut faire face a certains phénomenes, ces défauts
sont amplifiés par le prétraitement de squelétisation. Nous pouvons également remar-
quer que le taux de reconnaissance pour tous les niveaux de dégradation, a I'exception
des niveaux 5 et 7, est 92,63 %.

Niveau de dégradation 1 2 3
Taux de reconnaissance (n™¢ rang) | 96.5% | 94.7% | 93%

Niveau de dégradation 4 ) 6
Taux de reconnaissance (n™¢ rang) | 90% | 80.7% | 91.2%

Niveau de dégradation 7 8 9
Taux de reconnaissance (n™¢ rang) | 84.2% | 90% | 93%

TABLE 7.8 — Résultats expérimentaux par niveau de dégradation, en utilisant un triplet
partiel de longueur 1

Enfin, nous avons réalisé une validation croisée en utilisant le triplet partiel des che-
mins de longueur 1, et un découpage en 10 blocs. Les résultats sont présentés dans la
table 7.9. Avec un classement de premier rang, les résultats obtenus sont similaires a
ceux obtenus avec un ensemble d’apprentissage plus petit (voir table 7.5). Nous pou-
vons en déduire que la combinaison de la signature structurelle et de NAVIGALA permet
d’extraire la structure constitutive des symboles, quel que soit le niveau de dégradation
qui est appliqué. Les taux de reconnaissance augmentent de 9% avec la classification
de n™¢ rang. Ce phénomene peut s’expliquer par les différences dans le protocole ex-
périmental. En effet, le nombre d’exemples de la base d’apprentissage est plus élevé en
validation croisée, et le treillis apprend alors les différents types de bruit.

Taux moyen de reconnaissance | Déviation standard

Taux de reconnaissance (1¢" rang) 69.78% 3.43%

Taux de reconnaissance (n™¢ rang) 94.97% 3.31%

TABLE 7.9 — Validation croisée avec un triplet partiel est des chemins de longueur 1

Une derniere expérimentation est consacrée a la comparaison entre 1'utilisation de
NAVIGALA et d’un classifieur linéaire SVM. La table 7.10 présente les résultats obtenus.
Afin d’avoir un unique résultat pour NAVIGALA, nous considérons la classe majoritaire
du concept terminal comme résultat de la classification. On observe que Navigala permet
d’obtenir de meilleurs résultats que ceux obtenus avec le classifieur liéaire SVM.
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Longueur de chemins 1 2 let?2 3
Linear-SVM 71.54% | 69.33% | 72.06% | 69.33%
Navigala (vote majoritaire) | 77.06% | 73.88% | 77.45% | 69.9%

TABLE 7.10 — Comparaison entre l'utilisation de NAVIGALA et du classifieur Linear-
SVM avec un triplet partiel.

Enfin, pour préciser ce comparatif avec le classifieur linéaire SVM, nous avons réalisé
un dernier test en utilisant un petit ensemble de symboles en apprentissage (1 % de
la base des symboles). Il s’agit 1a d’une situation que 'on retrouve dans de nombreux
contextes applicatifs ot un seul modele par classe est fourni. Ce test a été effectué en
utilisant des chemins de longueur 2 et un triplet partiel. Le taux de reconnaissance
obtenu par le classifieur linéaire SVM est de 55,56%, tandis que celui de NAVIGALA
est de de 57,25 %. La différence entre ces deux taux de reconnaissance permet de
renforcer 'idée que la méthode NAVIGALA, et de facon plus générale le treillis des
concepts, est capable de conceptualiser I’espace de reconnaissance avec moins d’éléments
en apprentissage que les classificateurs statistiques.

Conclusion et perspectives

La signature structurelle mise en place est une méthode générique qui offre une re-
présentation haut niveau des symboles. En effet, les différentes formes définies par des
agencements spatiaux entre les segments utilisés pour caractériser les symboles ne sont
pas prédéfinis (généricité) et leur taille est paramétrable (représentation haut niveau).
Plus leur taille est importante, plus la description des symboles devient complexe et
discriminante, mais dans le méme temps, plus la robustesse aux distorsions est faible
[257]. 11 est donc nécessaire de trouver le bon compromis entre niveau de description et
robustesse. C’est pourquoi une analyse statistique des symboles considérés reste indis-
pendable pour un bon paramétrage.

Une signature structurelle dédiée aux symboles en fournit une représentation dun
niveau de description plus élevé qu’une signature statistique, et peut par conséquent
s’utiliser dans un cadre plus large. En effet, la structure de graphe est particulierement
bien adaptée pour de la recherche en contexte, par isomorphisme de sous-graphes [246,
238] par exemple. Des méthodes de hiérarchies de graphes ont également été introduites
en reconnaissance de caracteres ou un graphe est associé a chaque caractere [241].

Par ailleurs, alors que 'utilisation d’une signature statistique a le plus souvent un
objectif de classification ou d’indexation, une signature structurelle décrivant de fa-
gon générique les formes constitutives d'un symbole permet d’envisager une recherche
d’information plus sophistiquée : recherche de tous les symboles contenant une forme
requéte, ou encore recherche des formes communes a un ensemble de symboles requétes.
De plus, les images de symboles sont issues d’un domaine souvent porteur d’une connais-
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sance experte forte. C’est pourquoi I'utilisation d’un langage de description du domaine
pourrait permettre une recherche par requéte intégrant a la fois une information de
bas niveau (la description de formes), mais également la sémantique du domaine. Les
technologies de types ontologies, et plus particulierement les logiques de description
sous-jacente sur lesquelles elles reposent, nous semblent tout indiquées pour une telle
approche.

7.2 Ontologie des relations spatiales

7.2.1 Relations spatiales et SIG

Les SIG offrent une large gamme de modeles et outils adaptés a la représentation
spatiale [263], ainsi que la possibilité d’associer des informations attributaires aux pri-
mitives telles que leur nature (route, voie ferrée, forét, etc.) ou toute autre information
contextuelle (nombre d’habitants, type ou superficie d’'une commune par ex.). La dis-
tinction y est faite entre le modéle raster, encore appelé modele matriciel ou modele
continu, ou ’espace est décomposé en cellules définies selon un maillage régulier et plus
ou moins précis; et le modéle vectoriel, encore appelé modele trait ou modele discret,
ou 'espace est composé de lignes définies comme une succession de points en coordon-
nées réelles (x,y), et qui peuvent définir des polygones. Une image vectorielle (ou image
en mode trait) est une image numérique composée d’objets géométriques individuels
(segments de droite, polygones, arcs de cercle, etc.) définis chacun par divers attributs
de forme, de position, de couleur, etc. Elle se différencie de cette maniere des images
matricielles (ou « bitmap »), dans lesquelles on travaille sur des pixels.

Objets spatiaux Les objets spaciaux les plus génériques sont des régions, classique-
ment définies comme des polygones - série de lignes - ou encore des ensembles de points.
Pour une meilleure interopérabilité, le consortium OGC (Open Geopspatial Consortium)
a pour but d’élaborer des standards de modélisation dans le domaine géographique, de
facon équivalente a celle existant pour le texte par exemple. Au niveau vectoriel, le stan-
dard SFS (Simple Feature Interface Standard) proposé par I'OGC en 1999 définit une
classe abstraite principale (classe Geometry) pour représenter des objets spatiaux quel-
conques ainsi que 'illustre la figure 7.5. Cette classe peut se dériver en un point (classe
Point), une courbe (classe Curve), ou encore une surface (classe Surface), elles-mémes
définies a partir de lignes (classe LINE).

Relations spatiales On distingue plusieurs types de relations spatiales : les relations
topologiques, les relations de direction et les relations de distance. Les algébres RCC-
8 [210] (Region Connection Calculus), définies a partir de la relation de connexion
introduite dans [209], sont souvent utilisées pour modéliser les relations topologiques
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FIGURE 7.5 — Modele de classe des types spatiaux dans le standard SFS de ’'OGC

entre régions. Elles sont composées de huit relations exhaustives (toute relation entre
deux régions est décrite) et mutuellement exclusives (cf Figure 7.6).

EQ(x,y) : x est égal ay.

NTPP(x, y) : x est une partie propre non tangentielle de y.
TPP(x, y) : x est une partie propre tangentielle de y.
NTPP-1(x, y) : x possede pour partie propre non tangentielle y.
TPP-1(x, y) : x posséde pour partie propre tangentielle y.
PO(x, y) : x recouvre partiellement y.

EC(x, y) : x est connexe a y.

DC(x, y) : x est déconnecté de y.

Inférence spatiale Il existe plusieurs approches pour caractériser et calculer les re-
lations RCC-8, que ce soit pour des données vectorielles ou raster. Dans [243], chaque
région x est définie qualitativement par deux ensembles de points : 'intérieur x° et la
frontiere d(x)). Les quatre intersections 0(z)Nd(y), z°Ny°, o(z)Ny° et x°Nd(y) suffisent
a déterminer les huit relations topologiques de ’algebre RCC-8. Une description plus
fine, proposée dans [220] introduit également le complément = d’une région. Citons
également les travaux de [203, 244] ot les relations RCC-8 sont définies a partir de trois
opérations z° — y°, z° Ny° et d(x) NJ(y) qui font intervenir I'intersection, mais aussi la
différence ensembliste.
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FIGURE 7.6 — Relations spatiales de 1’algebre RCC-8

Dans un SIG, il n’est pas envisageable de calculer la relation topologique entre
chaque paire de primitives, leur nombre étant souvent trop important. C’est pourquoi
les caractéristiques algébriques des relations utilisées (symétrie, composition, transiti-
vité,...) sont fondamentales dans la mise en oeuvre d'un mécanisme d’inférence topolo-
gique [225]. Les regles de composition sont particulierement importantes, car, a l’aide
d’un tableau de composition, elles permettent de déduire la relation topologique entre
deux régions x et z a partir de celles entre x et y, et entre y et z. Cependant, les
relations inférées sont souvent imprécises, pouvant correspondre a plusieurs relations
possibles, et la réitération de ce mécanisme de composition rend l'inférence topologique
complexe. Il s’agit d’un probleme NP-complet pour lequel, sous certaines conditions, il
existe des algorithmes d’inférence polynomiaux. Plusieurs outils proposant l'inférence
spatiale sont disponibles (Pellet Spatial, Geo-swrl, Oracle Spatial,...). Le lien entre les
opérations de calcul et les relations RCC-8 a été formalisé dans [204, 205, 195] pour une
aide au raisonnement spatial avec un treillis de concepts.

7.2.2 Représentation ontologique des connaissances

Les images de document sont des images issues d'un domaine souvent porteur d’une
connaissance métier sémantiquement forte (lettrines, symboles, plan cadastral) qu'’il
semblerait naturel d’intégrer aux données dans un objectif de représentation de I'infor-
mation. Les technologies de types ontologies, issues du champ de la représentation des
connaissances et de raisonnement et introduites récemment dans le domaine du web
sémantique pour permettre d’organiser les données et connaissances d’un domaine dans
le but de les partager, diffuser et actualiser, fournissent un cadre méthodologique a la
fois pertinent et novateur pour traiter des images de document.

Une ontologie permet une description a la fois structurelle et un ensemble de données
hétérogenes, mais aussi des connaissances sous-jacentes. Les fondements des ontologies
reposent sur les logiques de description, langages de représentation des connaissances
utilisés pour décrire un domaine applicatif de fagon structurée et lisible, permettant
ainsi une recherche d’information par requéte, en interaction avec 1'utilisateur.
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Plusieurs méthodologies de construction d’une ontologie sont proposées dans la lit-
térature, et nécessitent avant tout une bonne compréhension du domaine. Alors que
les premieres ontologies sont construites a la main, de récents travaux s’intéressent a
des méthodes semi-automatiques de construction d’une ontologie directement a partir
des données hétérogenes, notamment dans le domaine de la fouille de textes. L’analyse
formelle des concepts est une méthodologie d’analyse et de fouille de données particu-
lierement bien adaptée.

Logique de description

Les fondements des ontologies reposent sur les logiques de descriptions, sous-langages
de la logique du premier ordre qui proposent un formalisme de représentation des
connaissances pour représenter et interroger la connaissance d'un domaine applicatif
de facon structurée et lisible.

Les premiers travaux autour des logiques de description ont été initiés dans le but
de fournir des fondements logiques pour une meilleure représentation sémantique. En
effet, bien que les premiers formalismes de représentation des connaissances - les réseaux
sémantiques, les frames - soient reconnus pour leur lisibilité, ’absence de mécanismes
de raisonnements théoriques et de fondements logiques est un frein a leur exploitation.

Le langage KL-ONE [207] est considéré comme le langage fondateur de représenta-
tion des connaissances qui, initialement nommés langages de représentation "KL-ONE-
like”, se définissent comme des fragments de la logique du premier ordre caractérisés
par un pouvoir d’expressivité sémantiquement fort, mais surtout par des résultats de
décidabilité des raisonnements. L’adoption du langage OWL [230] - langage basé sur
les logiques de description - comme langage standard de description d’ontologies pour
le web sémantique, a plus récemment mis en avant les logiques de description.

Définition Les logiques de descriptions introduisent les notions fondamentales de
concepts et de roles. Un concept est un prédicat unaire - par exemple Man(X) - alors
qu’un role est un prédicat binaire - par exemple hasChild (X,Y). Elles reposent sur un
formalisme permettant des descriptions de concepts et de rdles a partir :

— de concepts atomiques,

— de roles atomiques,

— d’individus,

— de constructeurs.

Les différentes logiques de description se distinguent selon les constructeurs utilisés.
La table 7.11 décrit les logiques £, ALE, ALC et ALCN et ALQ par les constructeurs
qui les définissent. Il s’agit la de logiques de description pour lesquelles les roles sont
atomiques.

Toute combinaison d’opérateurs permet de définir une logique de description, il en
existe un nombre potentiellement élevé. Pour les distinguer, chaque extension par ajout
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Constructeur Logiques de description
Description Syntaxe | EL ALE ALC ALCN ALQ
négation d’un concept -C' X X
conjonction de concepts cnb X X X X
disjonction de concepts cub X X
restriction existencielle (en relation r ex- | Jr.C X X X X

clusive avec des instances d’un concept)
restriction de valeur (en relation r avec au | Vr.C X X X
moins une instance d’un concept)

concept le plus spécifique T X X X X
concept le plus général 1 X X X
restriction minimale (au moins n fois en | < nr.C X

relation )
restriction maximale (au plus n fois en re- | > nr.C X

lation )

TABLE 7.11 — Constructeurs pour les logiques ££, ALE, ALC, ALCN et ALO

de nouveaux constructeurs est indiquée par une lettre :

R+ : possibilité de décrire des transitivités de roles.

‘H : possibilité de décrire une hiérarchie de roles.

O : possibilité de décrire des classes par les individus qui la composent (types énumé-
rés).

T : possibilité de décrire des roles complémentaires. Par exemple, hasChild*.

N : possibilité d’intégrer des restrictions nominales. Par exemple, < 2hasChild.

Q : possibilité d’intégrer des cardinalités existentielles.

F : possibilité d’intégrer des cardinalité typées (roles fonctionnels). Par exemple, <
2hasChild Male.

Ainsi, ALCHZQ, également nommée SHZQ, est une extension de la logique ALC
avec des roles non atomiques, transitifs, hiérarchiques et complémentaires avec restric-
tion nominales existentielles.

Les logiques de description ont pour point commun de décrire une base de connais-
sance d'un domaine. La séparation est faite entre le niveau structurel appelé T-Box et
le niveau factuel appelé A-Box :

T-Box : La T-Box est constituée de descriptions de concepts ou de classes, et de des-
cription de réles ou de relations qui sont des formules logiques composées de
concepts atomiques, de roles atomiques, de constantes et des constructeurs de la
logique utilisée.
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A-Box : La A-Box est quant a elle constituée d’assertions permettant de peupler les
concepts et roles de la T-Box par des individus ou données. Une assertion de
concept est une expression de la forme C'(a) ou C est un concept, et a un individu.
Une assertion de réle est une expression de la forme r(a,b) ou r est un role et
a et b sont deux individus. L’ensemble des individus appartenant a une classe
correspond a l'extension de la classe.

Mécanisme d’inférence Les logiques de description ne sont pas seulement utilisées
pour exprimer des définitions et des assertions de concepts et de roles. Elles proposent
également des mécanismes de raisonnement permettant de déduire de la connaissance
implicite a partir de la connaissance explicitement formalisée. Ces raisonnements se
construisent a partir de quatre inférences logiques :

Subsomption : Il s’agit de tester si un concept D est plus général qu'un concept C'.
On dit alors que D subsume C', ce qui est noté D C C. En d’autres termes la
subsomption permet de vérifier que les propriétés du concept C' sont également
des propriétés du concept D.

Satisfiabilité : Il s’agit de vérifier s’il n’existe pas de concept dont I'extension est vide,
i.e. il existe au moins un individu membre pour chaque concept. Satisfiabilité et
subsumption sont des problématiques liées.

Consistance : 1l s’agit de vérifier la cohérence entre la A-Box et la T-Box, plus préci-
sément entre les assertions de la A-Box et les descriptions de la T-Box. En d’autres
termes, la consistance permet de vérifier si un individu membre d’une classe par
assertion en vérifie bien les propriétés.

Instance : Il s’agit de vérifier si, selon ses propriétés, un individu - ou une instance -
est membre des classes définies par ces méme propriétés.

Ces inférences sont la base de tout raisonnement sur la T-Box ou sur la A-Box.
Ainsi, la recherche de tous les individus membres de I'extension d’un concept donné,
ou encore de tous les concepts dont I'extension contient un individu donné, sont des
mécanismes de raisonnements tres utilisés, construits a partir de ces inférences. Citons
également le raisonnement par classification dont le but est d’identifier la hiérarchie
de concepts par subsomption, et en particulier le concept le plus spécifique pour un
individu, en fonction de ses propriétés.

La satisfiabilité est reconnue comme le probleme d’inférence principal en logique
de description, les autres problemes d’inférence s’y rapportant par une transformation
polynomiale. L’étude du probleme de satisfiabilité a fait 1’objet de nombreux travaux,
sa complexité pouvant étre aussi bien polynomiale que NP-compleéte selon la logique de
description utilisée et les caractéristiques de la T-Box. Bien entendu, ce probleme est
polynomial pour des logiques de description simples et tres peu expressives, et devient
NP-complet pour les logiques de description les plus expressives. D’ou I'apparition de
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variantes pour lesquelles le probleme de subsomption devient polynomial. Une synthese
des complexités de raisonnement est proposée dans [217].

Les algorithmes de raisonnement s’appuient sur une variante des tableaux séman-
tiques tels qu’ils sont introduits pour la logique du premier ordre [247]. C’est pour-
quoi l’ensemble des algorithmes est appelé algorithmes de tableauzr ("tableaux-based
algorithms”) dans la communauté. On trouvera dans [200, 231] une synthese de ces
algorithmes de tableaux.

Le choix d'une logique de description est donc un compromis entre expressivité
de son formalisme, et complexité du raisonnement. Cependant, il existe des outils de
raisonnements optimisés et efficaces - FaCT [229] (et son successeur FaCT++ [265]),
Racer [227] (et son successeur RacerPro) Pellet [264] - qui, malgré une complexité
exponentielle dans le pire des cas, se comportent bien en pratique pour des logiques de
description tres expressives. Une liste exhaustive des outils existants est maintenue sur
[259]. L’incomplétude d’un algorithme de subsomption devient plus une caractéristique
de la logique utilisée, qu’un défaut algorithmique.

Ontologies Plusieurs définitions d’une ontologie en informatique sont proposées dans
la littérature [266]. Pour Gruber [226] "une ontologie est la spécification formelle et
explicite d’une conceptualisation partagée d’un domaine de connaissance”. Le langage
OWL, introduit en 2003 [230] dans le domaine du web sémantique [206], a été adopté
en 2004 par la consortiume W3C [249] comme standard des langages d’ontologies pour
permettre d’organiser les connaissances d’'un domaine dans le but de les partager, diffu-
ser et actualiser, dans une meilleure interopérabilité. La langage OWL permet une plus
grande capacité d’interprétation et de raisonnements grace a une sémantique formelle
qui repose sur les logiques de description. Il permet ainsi :

1. de formaliser un domaine en définissant des classes - ou concepts - et propriétés -
ou roles - de ces classes,

2. de définir des individus et des propriétés les concernant,
3. de raisonner sur ces classes et individus.

Soulignons que le langage OWL utilise les terminologies de classes et de propriétés,
alors qu’en logiques de descrition, il s’agit de concepts et de roles. Le langage OWL se
décline en trois sous langages - OWL Lite, OWL DL et OWF Full - offrant des capacités
d’expression croissantes, et en lien hiérarchique - toute ontologie OWL Lite valide est
une ontologie OWL DL valide, qui est elle-méme une ontologie OWL Full valide.

OWL Lite : OWL lite est le sous langage de OWL le plus "simple”. Il permet de spé-
cifier une hiérarchie de concepts, et des mécanismes de contraintes simples. OWL
Lite est adapté, par exemple, aux migrations rapides entre bases de connaissances.

OWL DL : OWL DL est plus complexe que OWL Lite. Fondé, comme son nom 1’in-
dique, sur les logiques de descriptions, il garantit la décidabilité et la complétude
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des systemes de raisonnements de I'ontologie. En effet, toutes les inférences sont
décidables, donc calculées en une durée finie.

OWL Full : OWL Full est la version la plus complexe d’OWL, mais également celle
qui permet le plus haut niveau d’expressivité, mais sans garantie de calculs. OWL
Full est destiné aux situations ou il est important d’avoir un haut niveau de
capacité de description.

Plusieurs outils d’édition d’une ontologie sont disponibles (Protégé [237], Jena [235]),
qui manipulent une ontologie selon divers formats (RDF, RDFS, N3, ...).

Logiques de description et AFC Plusieurs méthodologies de construction dune
ontologie sont proposées dans la littérature, et nécessitent avant tout une bonne com-
préhension du domaine. Alors que les premiéres ontologies sont construites a la main, de
récents travaux s’intéressent a des méthodes semi-automatiques de construction d’une
ontologie directement a partir des données hétérogenes. L’analyse formelle des concepts
est une méthodologie d’analyse et de fouille de données particulierement bien adaptée.

En effet, on retrouve la méme notion de concept a la fois en AFC et dans les logiques
de description, avec cependant des différences majeures en terme de formalisme. En
AFC, un concept est un ensemble maximal d’objets possédant des attributs en commun,
défini formellement a partir d’'un contexte ou les objets y sont complétement décrits
par I'ensemble des attributs qu’ils possedent. Les logiques de description définissent un
concept par une expression logique construite a 1’aide des constructeurs de la logique
utilisée, puis les individus sont associés aux concepts par des assertions, ou par inférence.
On peut identifier ici deux différences majeures entre ces deux approches qui manipulent
la méme notion avec des formalismes différents :

Hypothese du monde : L’AFC fait I'hypothese du monde clos, les concepts se défi-
nissent a partir d’'un ensemble d’objets aux propriétés connues a priori. A I'inverse,
les logiques de descriptions font 1'hypothese de monde ouvert, permettant ainsi
une description partielle des objets, leur appartenance a un concept pouvant se
déduire par inférence, permettant ainsi d’identifier de nouvelles propriétés.

Description des objets : En AFC, les objets sont décrits par un ensemble d’attri-
buts, i.e. par un ensemble de propriétés atomiques, alors que les logiques de des-
cription permettent des descriptions des objets a ’aide d’une formule logique.

Ces dernieres années, de nombreux travaux ont cherché a unifier ces deux forma-
lismes. Une synthese récente en est proposée dans [261, 262]. Deux types d’approches
s’y distinguent selon qu’elles visent a enrichir 'AFC a I’aide du formalisme proposé par
les logiques de description, ou a l'inverse, a enrichir les logiques de description a ’aide
des outils proposés par I’AFC.

Enrichissement de PAFC par des méthodes des logiques de description :



CHAPITRE 7. REPRESENTATIONS SPATIALES ET ONTOLOGIQUES 157

Exploration d’attributs enrichie [251]. L’exploration d’attributs, méthode is-
sue de 'AFC [223], vise a acquérir des connaissances d’un domaine de ma-
niere interactive en questionnant un expert. Il s’agit d’un processus itératif
ol, a chaque étape, 'expert est questionné sur des implications possibles
entre attributs. En cas de réponse négative, il doit alors fournir un contre-
exemple qui est intégré au contexte. Une nouvelle question lui est ensuite
posée. Les questions sont les implications de la base canonique du treillis,
ce qui garantit un ensemble de questions a la fois minimal et complet. Dans
[251], un langage des logiques de description est utilisé pour enrichir les ques-
tions. Le raisonneur est utilisé en tant qu’expert pour y répondre.

Analyse relationnelle des concepts [256]. L’analyse relationnelle des concepts
est une extention de 'AFC introduite en 2007 [256] pour analyser des ob-
jets décrits par des attributs relationnels. Il s’agit d’intégrer une description
relationelle des objets, i.e. des prédicats binaires qui peuvent s’interpréter
comme des roles en logique de description. Chaque relation entre deux en-
sembles d’objets est manipulée comme un contexte. Le principe de ’ARC
consiste a construire le treillis de concepts de chaque contexte initial, puis
a enrichir chaque contexte, et a réitérer ce processus. Le mécanisme d’enri-
chissement est simple. Considérons deux contextes C; et Cy décrivant deux
relations, la premiere entre deux ensembles d’objets A et B, la seconde entre
les objets de B et un ensemble d’objets C'. Alors le contexte C est enrichi
avec les concepts du treillis de C5, chaque objet de B sera en relation avec
les concepts le contenant. Le treillis de concepts du contexte C enrichi fera
ainsi apparaitre a la fois des objets de A, de B et de C. Le processus est
réitéré jusqu’a obtention d’un unique treillis de concepts qui integre tous les
ensembles objets initiaux en respectant les relations qu’ils peuvent avoir. Un
raisonneur peut éventuellement étre utilisé pour vérifier la consistance des
concepts ainsi obtenus.

Analyse logique des concepts [55]. L’Analyse Logique des Concepts est une
extension de I’AFC introduite en 2004 [55] pour permettre une description
d’objets par une formule logique. La connexion de Galois entre ’ensemble
des objets et 1'espace des descriptions est alors garantie a condition que la
logique de description utilisée soit munie d'un élément maximal T et d’une
relation de subsomption. Le treillis de Galois est alors exploité par un sys-
teme d’information logique (SIL) pour proposer une recherche d’information
interactive avec I'utilisateur, par requéte, mais aussi par navigation. A chaque
requete de 'utilisateur correspond un concept du treillis dont les objets sont
le résultat de la requéte. Ce concept, mais aussi ses prédecesseurs et suc-
cesseurs immédiats, sont alors calculés selon le mécanisme de génération a
la demande. L’utilisateur peut alors affiner sa recherche en reformulant sa
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requéte, mais aussi en navigant dans les concepts proposés.
Enrichissement des logiques de description par des méthodes de AFC

Hiérarchie de subsomption des concepts[197]. L’exploration d’attributs est
ici utilisée pour construire un contexte dont les attributs sont les concepts
définis dans la T-Box, et les objets sont les contre-exemples donnés par I'ex-
pert au cours du processus d’exploration d’attributs. Les questions posées
sont donc des implications entre concepts. Le treillis de concepts du contexte
ainsi obtenu est isomorphe a la hiérarchie des concepts de la T-Box. Des amé-
liorations ont été proposées [201] de maniere & pouvoir utiliser les raisonneurs
de la logique de description utilisée.

Hiérarchie de subsomption des plus grands concepts communs [198]. La
hiérarchie des concepts est ici construite de facon ascendante, automatique-
ment a partir de données. A chaque étape, il s’agit d’abord de calculer les
concepts les plus spécifiques décrivant un ensemble d’objets, puis de calculer
un sous-concept commun a ces concepts spécifiques pour en affiner la des-
cription. L’exploration d’attributs est utilisée pour calculer la hiérarchie des
sous-concepts communs des concepts spécifiques, permettant ainsi d’identi-
fier un plus grand sous-concept commun pertinent.

7.2.3 Description de I’ontologie des lettrines développée

La mise en oeuvre d’une ontologie des lettrines a été réalisée en collaboration avec
Alain Bouju et Georges Louis, avec I'aide de Thangh Le Ngoc dans le cadre de son stage
recherche [42], et de Mickaél Coustaty dans le cadre de ses travaux de these en cours.

Cette ontologie integre a la fois la connaissance métier des historiens ainsi que des
informations sur des régions de I'image, et peut ainsi étre interrogée sur ces deux types
de propriétés. Nous I’avons enrichie de regles logiques pour une annotation sémantique
de certaines régions de I'image. Il s’agit la d’'un mécanisme d’ancrage sémantique des
régions par inférence de regles, permettant de réduire le fossé sémantique entre descrip-
tion pixellaire et description sémantique d’une image.

Images de lettrines

Les images de lettrines sont des i images graphiques que I'on retrouve dans des docu-
ments anciens des X VM€ et X1/ T8Me gizcles. La Figure 7.7 en donne un exemple. Il
s’agit d’'une lettre décorée, en début des paragraphes des livres de cette époque, obtenue
a l'aide de tampon en bois, sculpté a la main. Composée principalement d’une lettre
en son centre, une lettrine se caractérise également par un fond qui peut étre décoratif,
ou bien représenter des scenes sociales de I’époque. Les nuances et les ombres étaient
obtenues a l'aide de traits paralleles.
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FIGURE 7.7 — Examples de lettrines

L’étude des lettrines fait 'objet de travaux au centre historique CESR de Tours qui
en possede un fond documentaire. Les lettrines représentent une source d’information
exploitée par les historiens pour situer les documents dans le temps, ou encore pour
étudier les scenes sociales des fonds figuratifs. En effet, les tampons étant utilisés plu-
sieurs fois, leur usure permet de situer les documents les uns par rapport aux autres.
De plus, ils portent souvent des caractéristiques propres a celui qui les a sculptés.

La mise en place d’outils d’analyse d’images adaptés permet d’envisager des ap-
proches automatisées de recherche par le contenu, ou encore de navigation dans un
document, lettrine par lettrine.

La sémantique d'une image de lettrine est décrite par un thesaurus issu de travaux
historiens [236], qui respecte a la fois le standard TEI (Text Encoding Initiative) [202]
- standard de représentation des textes - et la classification Iconclass [267] - systeme
standard de classification des documents d’une collection par sujets. La description des
lettrines y est décomposée en quatre couches, chaque couche fournit une information
spécifique (voir Figure 7.8) :

Lettre (Letter) : positionnée au centre de I'image, la couche lettre se caractérise en
particulier la lettre qu’elle contient, sa couleur (noire ou blanche), ’alphabet (latin,
grec, hébreu, ..) et la police utilisée (romain, gothique).

Motif (Pattern) : il est constitué des formes ornementales qui peuvent étre décora-
tives (principalement des motifs) ou figuratives (personnages, batiments, arbres

)

Fond (Background) : le fond peut étre uniforme (noir ou blanc).

Cadre (Frame) : le cadre correspond aux bords du tampon typographique. Il peut
étre composé de zéro, un ou deux traits.

Les images de lettrines sont des images particulierement difficiles a traiter. En effet,
ce sont des images qui se sont détériorées avec le temps - jaunissement du papier, pages
abimées, tachées - et les techniques développées doivent étre robustes a ces détériora-
tions. Par ailleurs, il s’agit d’images binaires a base de traits sur lesquelles les approches
texture classiques d’analyse d’images ne peuvent pas s’appliquer.

C’est pourquoi une approche spécifique d’extraction de formes a partir d’images a
base de traits a été proposée dans [212] pour extraire des régions correspondant a des
formes constitutives d’images de lettrines. En effet, la lettre, ou encore des éléments de
scenes naturelles des lettrines a fond figuratif, correspondent a des formes de I'image.
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(a) Image initiale (c)  Différentes
couches

FIGURE 7.8 — Décomposition en couches des historiens

(a) Image d’origine (b) Couche forme

FIGURE 7.9 — Décomposition en couches d’une lettrine

Ces régions sont obtenues en trois étapes :

1. Tout d’abord, I'image est décomposée en plusieurs couches, dont la couche forme
contenant les formes constitutives de l'image, selon une décomposition décrite
dans [219], résultat d’une série de projections [228]. La géométrie d'une image se
retrouve alors principalement sur sa couche forme.

2. Ensuite, des composantes connexes de la couche forme sont segmentées a 1’aide
d’une loi de Zipf [248], particulierement adaptée par sa robustesse aux variations
de niveaux de gris, et par son indépendance a la couleur des composantes.

3. Enfin, ces composantes sont extraites de I'image, formant ainsi des régions. Seules
les régions dont l'aire est supérieure a 1% de I'image sont retenues, les autres
régions étant considérées moins pertinentes.

Ontologie des lettrines

Nous avons défini une représentation ontologique des lettrines en quatre étapes :

Construction d’une ontologie métier des lettrines : Cette ontologie est une trans-
cription du thesaurus qui décrit la connaissance des historiens. Un fond de 4288
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images de lettrines, annotées a la main par les historiens, est utilisé pour peupler
la partie A-box de cette ontologie.

Construction d’un ontologie des régions forme des lettrines : Cette ontologie
décrit les régions forme d’une image de lettrine. Elle est peuplée par 589 régions
extraites de 100 images de lettrines.

Enrichissement de ’ontologie des régions. Nous avons enrichi 1'ontologie des ré-
gions avec un mécanisme de partitionnement de I'image et des relations spatiales,
dans le but de pouvoir localiser chacune des régions selon qu’elle se situe au centre
de I'image, ou sur un bord.

Combinaison des deux ontologies, et regles d’inférences. Enfin, nous avons com-
biné I'ontologie métier et I’ontologie enrichie des régions en une seule ontologie des
lettrines. Puis nous avons ajouté des descriptions logiques de propriétés permet-
tant d’identifier certaines régions comme la lettre de la lettrine, ou encore une
partie d’un personnage du fond de la lettrine.

Nous avons utilisé Protégé 3.4.4 [237] pour construire ces ontologies, et I'outil Jena
[235] pour les peupler.

Construction de ’ontologie métier des lettrines La T-box de 'ontologie métier
est construite & partir du thesaurus défini par les historiens (cf figure 7.10). Un concept -
vocabulaire de la logique de description - ou classe - vocabulaire des ontologies - est défini
pour chaque couche sémantique d’une lettrine (Letter, Background, Pattern, Frame);
ainsi que pour spécifier I'alphabet et la police de la lettre (Background, TypeFont). La
classe principale Lettrine est reliée a ces concepts par des propriétés :
— Lettrine hasFrame Frame
— Lettrine hasBackground Background
— Lettrine hasPattern Pattern
— Lettrine hasLetter Letter
— Lettrine hasldentificationLetter IdentificationLetter
— Lettrine hasColor ColorLetter
— Lettrine hasAlphabet Alphabet
— Lettrine hasTypeFont TypeFont

Construction de ’ontologie des régions forme des lettrines Un concept Image
permet de représenter chaque image de lettrine. Les concepts Region et RegionSet re-
présentent les régions, et sont reliés a une lettrine par les propriétés suivantes :

— Image hasRegionSet RegionSet

— RegionSet hasRegion Region
Les informations globales relatives a I'image - unité de mesure, systeme de référencement
utilisé - sont également introduites par des propriétés :

— Image hasImageMeasurementUnit MeasurementUnit
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— Image hasImageReferenceSystem ImageReferenceSystem
Enfin, nous avons sélectionné certaines caractéristiques statistiques des régions, repré-
sentées par des propriétés :
— Region hasX et Region hasY : indique les coordonnées du centre de gravité de
la région, permettant ainsi de la situer dans I'image.
— Region hasAire : indique 'aire de la région, utilisée pour trier les régions selon
leur taille.
— Region hasExcentricite : indique 'excentricité Fcc de la région, qui donne une
indication de forme. L’excentricité est définie comme le rapport entre le rayon
minimal r,, et le rayon maximal r; de I'ellipse minimale englobant la région [250] :

M — Tm

Ecc = (7.1)

— Region hasGreyMean et Region hasGreySTD : indique la moyenne en niveaux
de gris, ainsi que leur déviation, permettant d’estimer la courleur de la région, ainsi
que sa régularité.

— Region hasFEuler : indique le nombre d’Euler F,, de la région, pour en estimer
la compacité. Le nombre d'Euler introduit dans [250], permet d’estimer le plus
généralement la compacité d'un ensemble de régions. Pour une seule région, il se
réduit a £, =1 — H, ou H représente le nombre de trous dans la région.

Enrichissement de ’ontologie des régions a ’aide de relations spatiales Nous
avons enrichi 'ontologie des régions avec une ontologie standardisée des relations spa-
tiales. L’information spatiale nous intéresse pour pouvoir préciser si chaque région se
positionne au centre de 'image, ou sur un bord. Nous avons mis en place un mécanisme
de partitionnement d’une image de lettrine. Plus précisément, chaque image est divisée
en neuf partitions (voir figure 7.11), une partition correspond au centre de 'image, 4
partitions correspondent aux différents bords, et les 4 dernieres aux coins de 'image.
Les partitions sont associées a I'image a 1’aide d'un concept Partition et de la propriété
suivante :

— Image hasPartition Partition
Les concepts Region et Partition héritent de la classe abstraite Surface du standard SFS
de 'OGC (cf Figure 7.5), les huit relations spatiales entre deux objets spatiaux définis
par le standard RCC8 (cf Figure 7.6) s’y définissent pas des propriétés.

Cependant, les relations spatiales entre une région et chacune des neuf partitions
peuvent également se calculer lors de la phase d’extraction des régions, chaque relation
pouvant se caractériser par un booléen pour chaque région et chaque partition. Ainsi,
nous pouvons déterminer si une région est située au centre a I’aide de la relation spatiale
contains entre cette région et la partition centrale :

— Region contains Part
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FIGURE 7.11 — Partitionnement d’une image utilisée pour localiser les régions.
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FIGURE 7.12 — Concepts et propriétés de 'ontologie des régions forme d’une lettrine

La fichure 7.12 illustre les concepts et propriétés de cette ontologie des régions forme
d’une lettrine ainsi enrichie.

Combinaison des deux ontologies, et regles d’inférence Nous avons ensuite
combiné I’ontologie métier et I’ontologie des régions enrichie en une seule ontologie des
lettrines. En effet, ces deux ontologies portent chacune une information pour une image
de lettrine. Techniquement, la T-box de cette ontologie combinée s’obtient en liant le
concept Lettrine de 'ontologie métier, et le concept Image de 'ontologie des régions.
Nous avons utilisé pour cela le constructeur OWL :EQUIVALENTCLASS fourni dans la
premiere version d’OWL. Le peuplement de la A-Box a quant a lui été réalisé a ’aide
du constructeur OWL :SAMEAS.

Enfin, nous avons enrichi I'ontologie des lettrines avec de nouvelles propriétés des
régions, les propriétés isLetter et isBody qui integrent expertise du domaine et expertise
de traitement d’images. Il s’agit de propriétés calculées, définies par des regles logiques,
permettant d’annoter sémantiquement certaines régions d’une lettrine extraites de la
couche forme (cf Figure 7.13) :

Regle pour la propriété isLetter : indique qu'une région est identifiée comme la lettre
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isLetter

Original Image

isBody

FIGURE 7.13 — Extraction de formes d’une lettrine

d’une lettrine.

(isLetter) région d’aire maximale
située au centre de limage,
et contenant peu de trous.

Plus précisément, cette regle est une combinaison des trois propriétés suivantes
qui utilisent des informations de 'ontologie des régions enrichies :

1. Région située au centre de limage : cette propriété se teste a l'aide des
relations spatiales. Il s’agit de vérifier que la région est contenue dans la
partition centrale, et ne chevauche par les régions du bord.

2. Region avec peu de trous : le nombre d’Euler, associé a chaque région dans
I’ontologie des régions, est ici utilisé pour tester cette propriété. Apres quelques
expérimentations, nous avons positionner le nombre d’Euler entre -2 et 42

pour caractériser une région sans trous.

3. Région d’aire maximale : dans I'ontologie des régions, ’aire est indiquée pour
chaque région. Parmi toutes les régions vérifiant les deux propriétés précé-
dentes, celle d’aire maximale est retenue pour étre annotée par la propriété
1sLetter.

Regle pour la propriété isBody : indique qu’'une région est identifiée comme la par-
tie d’'un personnage du fond d’une lettrine.

(isBody) région d’une lettrine figurative
située au centre de l'image,
sans trous, de couleur gris-clair,
et qui n’est pas une lettre.
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Plus précisément, cette regle est une combinaison des cing propriétés suivantes
)

qui utilisent des informations de I'ontologie des régions enrichies, et de I'ontologie

métier :

1. Région d’une lettrine figurative : il s’agit la d’une propriété de l'ontologie
métier.

2. Région située au centre de ['tTmage : comme pour la propriété isLetter, cette
propriété se teste a l’aide des relations spatiales de 1'ontologie des régions
enrichie.

3. Region avec peu de trous : comme pour la propriété isLetter, il s’agit de tester
le nombre d’Euler associé a chaque région dans ’'ontologie des régions.

4. Région de couleur gris-clair : la caractéristique colorimétrique d’une région,
présente dans l'ontologie des régions, doit étre supérieure a 90 pour indiquer
une couleur gris-clair.

5. Région qui n’est pas une lettre : parmis toutes les régions vérifiant les pro-
priétés précédentes, seules celles qui ne vérifient pas la propriété isLetter sont
annotées.

Techniquement, 1'outil SWRLTAB fourni avec PROTEGE 3.4.4 est un environne-
ment de développement pour I’édition et 'inférence de regles. Le plugin SWRLJESSTAB
de cet outil propose une version améliorée de 'algorithme Rete d’inférence de regles.

La validation des régions annotées est jusqu’a présent un processus manuel. C’est
pourquoi nous avons sélectionné aléatoirement un sous-ensemble de 45 images de let-
trines sur lequel appliquer les regles. Cet ensemble est constitué de 27 lettrines a fond
décoratif, 18 lettrines a fond figuratif, a partir desquelles 112 régions au total ont été
extraites. Les regles pour les propriétés isLetter et isBody ont été appliquées sur ce
sous-ensemble de 45 images. Les résultats obtenus sont encourageants :

Regle pour la propriété isLetter : Apres vérification manuelle, 39 régions s’averent
étre correctement annotées, et 6 ne le sont pas, d’oti un taux de reconnaissance

de 86,6%.

Il serait ici possible de comparer la forme de la région avec celle attendue de la
lettre, information présente dans I'ontologie métier. Une telle extension permet-
trait de détecter les cas ou la lettre se décompose en plusieurs régions, et ainsi
réitérer la regle pour la propriété isLetter jusqu’a ce que toutes les régions de la
lettre soient détectées.

Regle pour la propriété isBody : Appliquée sur ce sous-ensemble de 45 images de
lettrines, cette regle permet d’annoter correctement des régions de 17 images sur
18 images figuratives, d’ott un taux d’erreur inférieur a 2%.

La figure 7.14 représente la lettrine figurative dont les régions ne sont pas cor-
rectement annotées. On peut y observer que la région jaune correspondant a une
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(a) Image de lettrine  (b) Régions extraites

FIGURE 7.14 — L’image ou des régions ne sont pas correctement identifiées comme partie
de personnage par isBody

partie d'un personnage n’est pas annotée, son nombre d’Euler est trop grand. En
revanche, la région blanche est annotée alors qu’elle ne correspond pas a une partie
d’un personnage. L utilisation d'un partitionnement plus complexe de I'image, ou
encore d’autres descripteurs statistiques des régions, pourrait permettre d’annoter
correctement les régions de ce type.

7.2.4 Conclusion

Ces travaux autour des lettrines sont des travaux récents, plusieurs perspectives
sont d’ores et déja envisagées, voire amorcées. L’amélioration des deux regles existantes
est une premiere perspective : pour la premiere regle, possibilité de comparer la région
lettre avec la forme attendue ; pour la seconde regle, mise en place d’un partitionnement
plus sophistiqué, et utilisation de nouveaux descripteurs des régions. Nous souhaiterions
également intégrer de nouvelles regles pour les régions existantes, ou pour de nouveaux
types de régions. Dans des travaux en cours, des régions extraites d’une autre couche -
la couche texture - de la décomposition en couche d’une image de lettrine permettent
ainsi de décrire des zones de traits qui semblent pertinentes. Enfin, I'intégration d’une
vérité terrain des régions d’une lettrine nous semble indispensable pour pouvoir vérifier
automatiquement - et non manuellement - les regles mises en place, et ainsi les appliquer
sur une plus grande quantité de régions et de lettrines.

La représentation ontologique des lettrines présentée dans cette section a pour prin-
cipal avantage de pouvoir combiner dans un cadre unifié des informations diverses dé-
crivant les lettrines, a savoir :

— une annotation sémantique décrivant le contenu des lettrines,

— des régions forme constituant les lettrines,

des descripteurs statistiques décrivant les régions,

une information spatiale entre ces régions et un partitionnement des lettrines,
— une annotation sémantique de certaines régions.
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Il s’agit d’informations de sources variées, obtenues :

N

a partir d’une information haut-niveau - un thésaurus défini par des historiens,

a partir d’une information bas-niveau - une extraction de région formes et de ca-
ractéristiques numériques les décrivant,

par un mécanisme d’inférence logique qui peut s’appuyer sur les relations spa-
tiales. Deux regles logiques ont ainsi été définies.

Etablir un lien entre une information bas-niveau et une information haut-niveau
décrivant des images est une problématique importante dans le domaine de 1’analyse
d’images, identifiée sous le terme de fossé sémantique. L’approche proposée est ainsi
une contribution a une réduction de ce fossé sémantique pour des images de lettrines,
images fortement structurées issues d’'un domaine porteur d’une connaissance métier
importante. Nous avons ainsi pu identifier plusieurs caractéristiques propres au méca-
nisme d’inférence proposé :

Inférence a partir de caractéristiques bas-niveau. La premiere regle isLetter per-
met une annotation de certaines régions a partir de leurs caractéristiques bas-
niveau.

Inférence combinant les deux types d’information. La seconde regle isBody com-
bine des caractéristiques bas-niveau des régions, mais aussi une information haut-
niveau. En effet, seules les régions d’une lettrine figurative peuvent étre annotées.

Inférence itérative. La seconde regle isBody s’appuie sur le résultat de la premiere.
En effet, seules les régions qui n’ont pas préalablement été annotées comme étant
une lettre pourront étre annotées.

Il s’agit la de caractéristiques propres a l'approche proposée, que nous souhaite-
rions pouvoir étendre a des images graphiques d’un autre domaine. Des travaux autour
d’images de bandes dessinées sont envisagés.
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Une synthese de mes travaux de recherche a été présentée dans ce document. Ces
recherches posent la structure de treillis en premier plan, avec des contributions sur des
aspects structurels et algorithmiques, et sur quelques usages pour des données images.
Mes travaux de recherche se situent a la fois sur un plan fondamental - avec des contri-
butions d’ordre théorique ou des propriétés et algorithmes sont établis a ’aide de preuve
- mais également sur un plan applicatif - avec des propositions de nouvelles méthodes
validées par des études experimentales. C’est la raison pour laquelle ce manuscrit est
organisé en deux parties dont je rappelle brievement les points forts.

Partie I : Structure de treillis : concepts de base et algorithmes

L’objectif principal de la syntheése proposée dans la premiere partie est de fournir les
fondamentaux nécessaires a une manipulation efficace d’un treillis et de ses composants
bijectifs. Cette synthese introduit le treillis de fermés de facon générique pour un systeme
de fermeture quelconque, autour duquel gravite a la fois la structure de treillis, mais
aussi celle de treillis des concepts, de contexte, de treillis de Galois, et de systeme
implicatif. Il apparait en effet que les systemes de fermeture jouent un role majeur dans
la théorie des treillis du fait du lien bijectif qui les unit, permettant ainsi d’étendre le
champ applicatif des treillis a celui tres riche des systemes de fermeture que I'on retrouve
dans de nombreux domaines. Les principales contributions présentées dans cette partie
peuvent se résumer en deux points :

1. Etude de la base canonique directe d’un treillis, d'un point de vue structurel et
algorithmique [16][11]

2. Développement de la bibliotheque LATTICE de manipulation d'un systeme de
fermeture qui integre de nouveaux algorithmes que nous avons développés.

En terme de perspectives, il me semble tout d’abord important de continuer a main-
tenir un lzen entre recherche fondamentale et recherche appliquée autour de la structure
de treillis, avec I’algorithmique comme élément central. La synthese proposée dans cette
partie, ainsi que la bibliotheque LATTICE, sont une contribution en ce sens.

Par ailleurs, les travaux autour de la base canonique directe sont prometteurs. La
question d’une caractérisation mutuelle entre les deux bases - la canonique et la ca-
nonique directe - me semble pertinente. Une telle caractérisation aurait un impact sur
une utilisation conjointe de ces deux bases dans un cadre applicatif. En effet, il serait
alors possible de cumuler les avantages algorithmiques de la base canonique directe, et
le pouvoir de résumé des données de la base canonique.

Une autre perspective intéressante concerne les regles d’implications portées par le
ODGraph, structure de graphe similaire a celle du graphe de dépendance, mais de taille
polynomiale en celle du treillis. Des travaux actuels conjecturent que ce graphe encode
une base non pas canonique directe, mais canonique directe-ordonnée. C’est-a-dire qu’il
existe un ordre de rangement des regles de telle sorte a ce qu'un calcul de fermeture
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soit possible en une seule itération. Si cette propriété s’avere vérifiée, il s’agirait alors
d’une nouvelle base similaire a la base canonique directe, mais de taille polynomiale en
celle du treillis.

Partie II : Quelques usages pour des données images

Cette seconde partie est consacrée a quelques usages des treillis en informatique
pour traiter des données, et en particulier des images. Nos travaux ont porté a la fois
sur I'exploration ou la fouille de données dans un objectif de classification, et sur la
représentation de relations spatiales entre primitives issues d'une image, en particulier
par une ontologie. Un travail conséquent de synthese des méthodes issues de 'AFC
existant en fouille de données et en représentation ontologique des connaissances y est
présenté, 'objectif étant de positonner les différentes approches les unes par rapport aux
autres. Les principales contributions présentées dans cette partie peuvent se résumer en
trois points :

1. Mise en place de la méthode NAVIGALA de reconnaissance d’image de symboles
par navigation dans un treillis des concepts [34], implémentée dans un logiciel du
meme nom.

2. Etude des treillis dichotomiques, avec notament un algorithme de discrétisation
locale de données numériques [18]

3. Représentation de 'information spatiale entre primitives d’une image, avec la mise
en place d'une signature structurelle d’images de symboles [19], et d’une ontologie
des lettrines.

En terme de perspectives, la poursuite des travaux engagés autour d'une méthode de
classification par navigation me semble prometteuse. L’étude des treillis dichotomiques
laisse envisager des perspectives intéressantes pour définir une structure hybride de
classification, intermédiaire entre treillis et arbre, dans le but a la fois d’améliorer les
performances de I'arbre et de limiter la trop grande taille du treillis, tout en garantissant
la lisibilité de ces structures. Ces travaux font 'objet d’une these en cours. Par ailleurs,
le mécanisme de discrétisation locale, conjointement avec la génération a la demande,
laisse envisager des possibilités d’intégration dynamique et interactive de nouveaux
attributs au processus de classification.

Une autre direction de recherche concerne les travaux amorcés autour des représen-
tations spatiales et ontologiques d’images. Alors que I'information spatiale permet une
description structurelle d’images fortement structurées, les mécanismes de raisonnement
propres aux ontologies permettent de déduire de la connaissance implicite a partir de la
connaissance explicitement formalisée. Des travaux autour d’images de bandes dessinées
sont envisagés.
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